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Sazetak

Starogrcka matematika

U ovom radu prikazani su pocetci i razvitak matematike u staroj Gr¢koj. Stari Grei utjecali
su na razvoj znanosti, filozofije i arhitekture, a njihov utjecaj na podru¢ju matematike
prisutan je sve do danas.

Na pocetku rada prikazani su brojevni sustavi starih Grka te nedostatci takvog nacina zapisa
brojeva. Zatim je opisan znacaj prvog grckog matematicara, Talesa Milecanina, koji je
koriste¢i svoje teoreme rjeSavao mnoge prakti¢ne probleme toga vremena. Talesov ucenik
Pitagora i njegovi ucenici postigli su znacajne rezultate na podruéju teorije brojeva i
geometrije, dokazali Pitagorin poucak i otkrili iracionalne brojeve. Pitagorina $kola imala je
utjecaj na Platona, osnivaca Skole pod imenom Akademija. U Akademiji su se proucavale
aritmetika, trigonometrija 1 planimetrija. Jedan od najpoznatijih ufenika Akademije,
Aristotel, najve¢i je doprinos dao na podruc¢ju logike. Poseban je naglasak stavljen na
doprinos najpoznatijeg grckog matemati¢ara Euklida, zvanog ocem geometrije. Euklid je
ostavio 13 knjiga obuhvacenih u jedno veliko djelo Elementi. Elementi su stolje¢ima bili
osnovni udzbenik matematike te jedno od najviSe proucavanih djela. Naveden je dio
definicija, postulata, aksioma i propozicija zapisanih u Elementima te su ukratko opisane
teme u svakoj od 13 knjiga. Nakon Euklida opisan je doprinos Arhimeda, s kojim zavrSava
starogréko doba matematike. Rad zavrSava prikazom triju klasi¢nih problema starogrcke

matematike.
Kljucne rijeci:

brojevni sustavi, teorem, poucak, geometrija, aritmetika, trigonometrija



Summary

Ancient Greek mathematics

This paper presents the beginnings and historical development of ancient Greek
mathematics. The ancient Greeks influenced the development of science, philosophy and
architecture, and their influence in the field of mathematics is still present nowadays.

In the introductory part of the paper, the number systems of the ancient Greeks and their
disadvantages are presented. Then the importance of the first Greek mathematician, Thales
of Miletus, who used his theorems to solve many practical problems of that time, is
described. Thales' student Pythagoras and his students reached significant results in the field
of number theory and geometry, proved Pythagoras' teaching and discovered irrational
numbers. The school of Pythagoras influenced Plato, who founded his own school, the
famous Academy. Arithmetic, trigonometry and planimetry were studied at the Academy.
One of the most famous students of the Academy, Aristotle, made the greatest contribution
in the field of logic. A special emphasis is placed on the contribution of the most renowned
Greek mathematician Euclid, known as the founder of geometry. Euclid left 13 books
incorporated into one great work called Elements. For centuries, Elements was a basic
mathematics textbook and one of the most studied works. Some of the definitions,
postulates, axioms and propositions presented in the Elements are listed, and the topics in
each of the 13 books are briefly described. After Euclid, the contribution of Archimedes is
described, who marks the end of the ancient Greek age of mathematics. The paper ends with

a presentation of three classical problems of ancient Greek mathematics.

Keywords:

number systems, theorem, lesson, geometry, arithmetic, trigonometry
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1. Uvod

Tijekom povijesti matematika se proucavala i spoznaje su se Sirile od najstarijih civilizacija do
danas. Prve matematicke zapise susreCemo ve¢ na egipatskim papirusima. U Hamurabijevo doba
Sumerani su razvili brojevni sustav (seksagezimalni) a zapisi na glinenim plo¢icama svjedoce i 0
nastavi matematike. Ve¢ tada, kao pomoc¢na sredstva sastavljane su tablice mnozenja, tablice
kvadrata, kvadratnih korijena i recipro¢nih vrijednosti. Egipcani su rjesavali linearne i kvadratne

jednadzbe a korijen od dva racunali su vrlo to¢no.

Prije starih Grka matematika se temeljila na iskustvu, a Grci su sva dotadasnja znanja povezivali
u jedan logicki sustav te tako matematiku promovirali u znanstvenu disciplinu (Hogben, 1970:
24).

Prva izu¢avanja matematike u staroj Grckoj susre¢emo u Joniji. Buduéi da je veéina drzava stare
Grcke imala pristup moru, na svojim prekomorskim putovanjima Grci su preuzeli matematicka
znanja od Egipcana. Stari Egipat smatra se i pradomovinom geometrije. Kao i vecina ljudskih
spoznaja geometrija je proistekla iz prakti¢nih potreba svakidasnjeg Zivota, uostalom, i sam naziv
preveden s grékog znaci zemljomjerstvo. Stari Egipcani znali su racunati povrSine trokuta,
pravokutnika, trapeza i kruga te volumene kocke, kvadra i valjka (Briickler, 2022: 13). Nazalost,
iz tog vremena malo je pisanih dokumenata, pa ne mozemo zakljuc¢iti na kojoj je razini bila

egipatska teorijska strana geometrije.

Pravom teorijskom i egzaktnom znano$¢u geometriju su ucinili stari Grci u vremenu od 7. do 3.
st. pr. Krista. Pocetak bavljenja geometrijom povezuje se s Talesom iz Mileta, a nastavlja
Pitagorom 1 njegovom Skolom. Posebno mjesto u razvoju geometrije pripada grékim misliocima 1
filozofima Platonu, Aristotelu i Euklidu, koji je u svom djelu Elementi izgradio strogi logic¢ko-

deduktivni sustav u kojem stolje¢ima nista bitnoga nije trebalo mijenjati.

S obzirom na najznacajnije protagoniste Starogrcku matematiku dijelimo na tri najznacajnija

razdoblja: razdoblje Pitagore, razdoblje Euklida i razdoblje Arhimeda.

U obradi teme i pisanju rada koristila sam se navedenom literaturom i internetskim stranicama
enciklopedija, matematickih Casopisa i blogova. Kao posebno vazan izvor mogu istaknuti

prijevod Euklidovih Elemenata.



2. Matematika kroz povijest

Matematika je prisutna medu ljudima od najstarije povijesti. Jedan od dokaza koji nam to potvrduju
je kost s 29 rezova koji predstavljaju dane u kalendarskom mjesecu. Ovaj primitivni zapis dana u
mjesecu potjece iz 37. stoljeca prije Krista i predstavlja jedan od najstarijih matematickih artefakata
(Komarova, 2015).

Taj artefakt pronaden je na jugu Afrike, ali sli¢ni artefakti pronadeni su i na drugim mjestima.

Broj 29, koji predstavlja broj dana u mjesecu, moze se vidjeti i na crtezima u $piljama Lascauxa,

koji potjecu iz perioda od 18000. do 15000. g. pr. Krista.

Slika 1: Kost babuna s 29 rezova

Izvor: Komarova, N. (2015)

Najstariji saCuvani matematicki tekstovi potjecu iz drevnog Egipta i Mezopotamije. Prvi egipatski
matematicki tekstovi potjecu iz 2. tisucljeca pr. Kr. i pokazuju da su Egipéani matematiku Koristili u
astronomiji, geodeziji, pomorskim putovanjima te pri konstruiranju gradevina, brana, kanala i
utvrda.

Drevni narodi su imali vlastite sustave prikazivanja brojeva. Tijekom 3. i 2. tisuclje¢a pr. Kr.
Egip¢ani su se koristili hijeroglifskim numerickim sustavom. Sumerani su razvili brojevni sustav s

bazom 60, zbog baze 60 nazvan je seksagezimalni. U seksagezimalnom brojevnom sustavu brojevi

su se pisali s pomoc¢u dvaju osnovnih simbola u obliku klina, bili su to simboli Y i <. Simbol Y

vrijedio je 1 i koristito se maksimalno devet puta uzastopno. Simbol < imao je vrijednost 10 i

koristio se maksimalno pet puta uzastopno (Hogben, 1970: 28).
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Slika 2: Znamenke sumeranskog seksagezimalnog brojevnog sustava.
Izvor: Briickler, F.M. (2014)

Decimalni brojevni sustav koji je danas u $irokoj upotrebi stigao je iz arapskog svijeta. Cesto ga se
naziva i arapskim brojevnim sustavom iako to nije potpuno to¢no jer je u arapski svijet stigao iz
Indije.

Kroz povijest ljudi su se koristili slovima za prikazivanje brojeva. Na taj nacin brojeve su prikazivali
stari Grei, Armenci, Zidovi i narodi Rimskog Carstva. Zajedno s kr$¢anstvom i alfabetskim pismom

takav nacin prikazivanja brojeva dosao je i do Slavena.

Prvim matemati¢arem smatra se grcki filozof Tales iz Mileta, roden 624. g. pr. Krista. lako nije
sacuvano nijedno njegovo djelo, pripisuju mu se prvi matematicki teoremi. Putovanjima u Egipat
Tales proSiruje svoja matematicka znanja te ih dalje Siri starom Grékom. RjeSavao je slozene

prakti¢ne zadatke od kojih je najpoznatiji mjerenje visine egipatske piramide (Komarova, 2015).

Jedna od najvaznijih osoba za razvoj matematike u staroj Grckoj bio je Talesov ucenik Pitagora, koji
je isto tako boravio u Egiptu i ucio od egipatskih matematicara. Pitagora je poznat po vlastitoj skoli
koja je svijetu ostavila mnoga otkri¢a. Uz poznati Pitagorin poucak $kola je postavila i osnove

geometrije.

Jedno od postignuéa pitagorejaca je i otkri¢e iracionalnih brojeva (Briickler, 2014: 21).



Znacajan dio saznanja o starogr¢koj matematici preuzet je iz Euklidova djela Elementi, koje potjece

iz oko 300. godine prije Krista.

To djelo metodicki izlaze definicije, aksiome i postulate do kojih su dosli matematicari tijekom

prethodnih stolje¢a (Komarova, 2015).

?d-‘

Slika 3: Dokaz iz Euklidove knjige Elementi

Izvor: Komarova, N. (2015)

Razvoj moderne matematike pocinje od 17. stoljeca nove ere i temelji se na radovima znanstvenika
poput Keplera, Galilea, Newtona i Leibniza. Tumaceéi zakone fizike, oni su uvelike pridonijeli i

razvoju matematike (Komarova, 2015).

Dakle, razvoj matematike ne mozemo gledati odvojeno od razvoja fizike, astronomije i ostalih

znanstvenih disciplina.

Matematika se razvijala kroz povijest zbog potreba ljudi za mjerenjem, usporedbom, trgovinom i
rjesavanjem prakti¢nih problema. Medutim, razvoju je doprinijela i ljudska teznja za spoznajom i

razumijevanjem svijeta oko nas.
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3. Starogrcka matematika

Izrazom starogrcka matematika koristimo se kad govorimo o matematici razvijenoj na podrucju
stare Gréke u periodu od prvih Olimpijskih igara 776. g. pr. Kr. pa do smrti cuvenog Aleksandra
Velikog 323. g. pr. Kr. To razdoblje neki znanstvenici prosiruju od 1000. g. pr. Kr. pa do dolaska

krs¢anstva u grcke krajeve oko 3. stoljeca nove ere (Struve i Kalistov, 1962).

Poveznica medu matematicarima toga doba bio je grcki jezik iz kojeg potjece i izraz matematika

- gréka rije¢ mathema imala je znaCenje nauk, znanje.

Svoja prva matematicka znanja stari su Grci preuzeli od Egipéana i Babilonaca. Tako je i Tales iz
Mileta, kojeg se smatra zacetnikom gréke matematike, prve spoznaje iz geometrije stekao

prilikom boravaka u Egiptu.

Stari Grci nisu se zadovoljili samo prakticnom primjenom matematike ve¢ su se posvetili i
matematickoj teoriji i dokazivanju teorijskih postavki. Svaki su zakljucak logicki izvodili iz
jasnih postavki. Mnogi matemati¢ari toga doba bili su i ugledni filozofi, astronomi i fizicari.
Pitagora i njegovi uéenici spoznali su razli¢ita svojstva brojeva, proucavali i dokazivali teoreme,
razvijali aritmetiku i otkrili iracionalne brojeve.

RjeSavajuci razli¢ite probleme, gréki su matematiCari postavili tri klasi¢na problema geometrije:

1. udvostrucenje kocke
2. kvadratura kruga
3. trisekcija kuta (Jankov i Papi¢, 2012:11).

Rjesavajuci te probleme starogrcki matematicari dosli su do velikih otkri¢a i1 prosirili spoznaje

tadasnje matematike.

Pitagora i njegova Skola znacajno su utjecali na matematicare koji su dosli nakon njega, medu
ostalima i na Platona, osnivaca poznate Akademije. Platonov ucenik Aristotel svojim je
doprinosom razvoju logike pridonio da se koriStenjem logickih koraka dokazuju ili demantiraju

postavljene teorije i teze.



Euklid je svojim djelom Elementi postavio teorijske temelje matematike. Demokrit, polazeéi od
atomizma, razvija metodu koju je do savrSenstva doveo Arhimed i S pomocu nje rijesio velik broj
prakti¢nih problema koji se danas rjeSavaju uz pomo¢ integralnog rac¢una.

Za razliku od empirijskog pristupa koji je prevladavao prije njih, stari Grci pokuSavaju postaviti
temelje matematike na najnuznijim teoremima. Bio je to i Euklidov cilj u djelu Elementi, koje je
u naredne dvije tisu¢e godina bilo osnovni udzbenik matematike (URL 1.).

Zanimljivo je da Grci nisu razvili jedinstven brojevni sustav, ve¢ su se koristili dvama brojevnim

sustavima, od kojih ni jedan nije bio prakti¢an.



3.1. Stara Gréka

Pojam stara Grcka koristimo za opis podru¢ja u kojem se Koristio gréki jezik u anticko doba. U
zemljopisnom smislu to je podrucje koje obuhvaca dana$nju Gréku, podrucje zapadne obale Turske

(Joniju), Cipar, jug Italije sa Sicilijom te dio sjeverne Afrike (Briickler, 2014:17).

Slika 4: Podrugje stare Gréke u 6. st. pr. Kr.
Izvor: URL 10.

Za pocetak i kraj perioda stare Gréke ne postoje opéeprihvaéeni datumi. Uobic¢ajeno se pod tim
pojmom podrazumijeva period gréke povijesti prije osnutka Rimskog Carstva.

Neki autori uklju¢uju u to razdoblje i kulture koje su se razvijale od 16. do 11. stoljeca prije Krista
ali vecina povjesniCara smatra da se minojska i mikenska kultura razlikuju od kasnijih grckih
kultura, pa ih treba zasebno i razmatrati.

Tradicionalno period stare Gréke pocinje s odrzavanjem prvih Olimpijskih igara 776. g. pr. Kr. i
zavrsava smréu Aleksandra Velikog 323. g. pr. Kr (Struve i Kalistov, 1962).

Spomenute godine dogovorene su medu povjesni¢arima, ali ima autora koji smatraju period stare
Grcke neprekinutim razdobljem koje traje od 1000. godine prije Krista pa do dolaska krsc¢anstva u te
krajeve u 3. stoljecu poslije Krista. Nakon razdoblja stare Grcke slijedi razdoblje koje nazivamo
helenisti¢kim razdobljem (Struve i Kalistov, 1962).

Staru Gr¢ku mnogi znanstvenici smatraju temeljem zapadne civilizacije. Snazan utjecaj grcke
kulture bio je na mo¢no Rimsko Carstvo, koje je tu kulturu dodatno prosirilo Europom i Sire.
Dostignuca stare Grcke imala su nemjerljiv utjecala na znanost modernog svijeta, osobito u periodu

renesanse te procvatom neoklasicizma u 18. i 19. stoljecu.



3.2. Gréki brojevi

Stari Grei Koristili su se dvama brojevnim sustavima, akrofonskim i alfabetskim. U starijem,
akrofonskom sustavu jedinica je prikazivana kao okomita ravna crta. Akrofonski simbol za broj 5
nije bio IT kako bi se ocekivalo, a vjerojatni razlog tome je Sto se grcki alfabet izmijenio nakon
Sto su se usvojili simboli za znamenke. Broju 10 i njegovim potencijama pridruzeni su simboli
koji su ujedno i prva slova njihovog imena — po tome je sustav i dobio ime (Dvornik, 2011).
Kombinacijom simbola za broj 5 te simbola za potencije broja 10 dobiju se simboli za brojeve
50, 500, 5000 i 50000.
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Slika 5: Akrofonske znamenke

Izvor: Dvornik, J. (2011)

Akrofonski sustav nije bio mjesno-pozicijski ni dekadski, ali mozemo reé¢i da je primarna baza
bila 10, a sekundarna 5 (Dvornik, 2011). Simboli su se pisali slijeva nadesno, pa je primjerice

broj 258 zapisan akrofonskim znamenkama izgledao kao na slici:

=

Slika 6: Broj 258 zapisan akrofonskim znamenkama



Pravila su odredivala koliko se puta koja od znamenaka mogla upotrijebiti. Prema pravilu
potencija broja 10 mogla se upotrijebiti najviSe Cetiri puta. Simbol za umnozak broja 5 s
potencijom broja 10 mogao je biti upotrijebljen samo jednom. Zbog tih ograni¢enja najveci broj
koji se mogao zapisati u akrofonskom sustavu bio je 99999.

Nedostatak akrofonskog brojevnog sustava bio je u tome Sto je za prikazivanje velikih brojeva

trebao veliki broj simbola, $to nije bilo prakti¢no (Dvornik, 2011).

Nakon akrofonskog sustava koriSten je poznatiji alfabetski sustav. U njemu su brojevi
oznacavani velikim i malim slovima grékog alfabeta (Dvornik, 2011).
Svih 27 slova alfabeta, ukljucujuci i velika i mala slova, bilo je pridijeljeno brojevima tako da je

taj sustav imao vise simbola od akrofonskog sustava.
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Slika 7: Starogrcki alfabetski sustav

Poput akrofonskog, ni alfabetski sustav nije bio pozicijski. Nije imao bazu kao ni oznake za nulu.
Pozicijska priroda nije bila ni potrebna jer je svako od slova imalo svoju egzaktnu vrijednost.

Ipak, pri zapisivanju brojeva stari Grei pazili su da slijeva nadesno opada red, pa se npr. broj 108

zapisivao kao PH.



3.3. Tales

Slika 8: Tales
lzvor: URL 11.

Za Talesa rodenog u Miletu 624. g. pr. Kr., grékog znanstvenika, matematicara i filozofa, mnogi
kazu da je osniva¢ matematike. Nazalost, ni jedno njegovo djelo nije saCuvano. Porijeklom je bio
FeniCanin pa nije sasvim sigurno je li roden u Miletu ili je tamo stigao nakon progonstva iz
Fenicije. Puno je putovao i usvajao tadasnja znanja od ostalih naroda, tako je geometriju ucio od
Egip¢ana, a od Babilonaca astronomiju (Dadi¢, 1992:23).

Slavu je stekao predvidanjem pomr¢ine Sunca koja se dogodila 28. svibnja 585. g. pr. Kr. te po

svojim teoremima. Najznacajniji matematicki rezultati koje povezujemo uz Talesa njegovi su

teoremi:
1. ,.Svaki promjer raspolavlja krug.
2. Kutovi uz osnovicu jednakokracnog trokuta su jednaki.
3. Vrsni kutovi su jednaki.
4. Dva su trokuta sukladna ako imaju jednu jednako dugu stranici i jednake njoj prilezece

kutove (KSK teorem o sukladnosti trokuta).
5. Svaki je kut nad promjerom kruga pravi‘ (Briickler, 2014:18).
Spomenuti teoremi bili su poznati i matemati¢arima u Egiptu i Babilonu, ali pripisuju se Talesu
jer ih je prvi dokazao. Naglasavao je da nije dovoljno samo opaZzati pojave, ve¢ Se One moraju
mo¢i i dokazati.

Svojim matematickim zakljuccima dao je doprinos i nautici. Koriste¢i se teoremom o sukladnosti

trokuta, pronasao je metodu za izrac¢unati udaljenost broda od obale.
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Postoje zapisi 0 tome kako je izracunao visinu piramide metodom omjera duljina sjena Stapa i
piramide (slika 9). Budu¢i da je jedan dio sjene piramide unutar same piramide, javio se problem
kako ju to¢no izmjeriti. Problem je rijeSio tako da je sjenu piramide izmjerio u trenutku kad je

dio sjene unutar piramide jednak polovici brida baze, a vanjski je dio bilo lagano izmjeriti
(Hogben, 1970:23).

| >
Y R

Jl@

®

Slika 9: Racunanje visine piramide pomocu sjene

lzvor: URL 12.

Rjesavajuci problem racunanja visine piramide, Tales je doSao do teorema o proporcionalnosti:

,»Dva paralelna pravca na krakovima nekog kuta odsijecaju proporcionalne duzine “ (Pai¢ 1 sur.,
2021:104).

Uz oznake kao na slici 10. vrijedi:

BD:AB=CE: AC
BD:AD=CE: AE
BD:CE=AB: AC
BD:CE= AD: AE

A s\ c\ f
Slika 10: Teorem o proporcionalnosti
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Pretpostavlja se da je Tales bio Pitagorin ucitelj i da je na njega prenosio svoja znanja. U svoje
vrijeme imao je nadimak ,,mudar ¢ovjek*, a jedna od njegovih mudrih izreka kaze: ,, Najbrzi je

um jer on trci svuda. “

Tales je medu prvima objasnio prirodne fenomene na znanstveni, a ne mitoloski ili teoloski
nacéin. Postavio je nove, racionalne i znanstvene teorije. Aristotel je Talesa cijenio i kao prvog

filozofa te analizirao njegove teze koriste¢i metode logike.

Uz teoreme koje nam je ostavio najveca je Talesova ostavstina i usvajanje znanstvenih metoda te

njihova primjena, posebno kod dokazivanja postavljenih teza.

12



3.4. Pitagora

lzvor: URL 13.

Pitagora je roden 582. g. pr. Krista na otoku Samosu. Otac mu je bio trgovac u Tiru, pa je
zajedno s njim puno putovao (URL 2.). Tijekom putovanja susretao se s mnogim uciteljima i
misliocima. Kao mladi¢ susreo je i Talesa iz Mileta, koji je u njemu prepoznao veliki talent i
preporu¢io mu da svoja znanja pro$iri odlaskom u Egipat. U Egiptu je sudjelovao u brojnim
raspravama sa svecenicima, a pretpostavlja se i da je postao svecenik u hramu u Diospolisu.
Nakon povratka u rodni Samos osnovao je svoju prvu skolu pod imenom ,,Polukrug® (Briickler,
2022: 22). Zbog strogosti i metoda predavanja koje je usvojio u Egiptu stanovnici Samosa nisu
dobro prihvatili njegovo poucavanje. Iz tog razloga Pitagora odlazi u grad Crotonu na jugu
Italije, gdje je stekao velik broj sljedbenika. U Crotoni osniva matematicku $kolu zvanu
pitagorejska Skola. Njegovi ucenici, pitagorejci, bili su usredotoCeni na cCetiri podrucja:
aritmetiku, geometriju, glazbu i astrologiju.

Prisutne na svojim predavanjima podijelio je u dva kruga, unutarnji krug ¢inili su ucitelji, dok su
u vanjskom krugu bili u¢enici. Nakon 3 godine slusanja predavanja uéenik je mogao uci u
unutarnji krug.

Prema nekim izvorima u unutarnjem krugu bilo je i Zena. Jednu od njih, Teanu, Pitagora je
ozenio te je ona nakon njegove smrti $irila njegove misli i stajalista.

Nakon Pitagorine smrti mnogi ¢lanovi njegove $kole napustaju Italiju i odlaze u Gréku te se jos§
stolje¢ima odrzavaju kao filozofsko-vjerski i matematicki red.

Ono po ¢emu se Pitagorina Skola razlikovala od ostalih $kola je filozofija da je znanje put k
izbavljenju duse (URL 2.).

Nikada prije matematika nije imala toliku zivotnu vaznost kao $to je to bilo kod pitagorejaca.
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3.4.1. Figurativni brojevi

Pitagorejci nisu imali brojéane simbole, nego su brojeve vidjeli kao geometrijske uzorke. Tako
su brojeve klasificirali kao trokutne, kvadratne, peterokutne ... s obzirom na geometrijski uzorak
koji tvore (Dadi¢, 1992: 25).

Trokutni brojevi su oni brojevi ¢iji je oblik:

n(n+1)

142 4n=
TS 2 (Briickler, 2014: 23).

=1 tb=3 ts =6 ta=10

Slika 12: Trokutni brojevi

Kvadratni su brojevi oblika:
n? =1+3+..+(2n—1) (Briickler, 2014: 24).

ar=1 sp=4 s53=9 s1= 16

Slika 13: Kvadratni brojevi

Brojeve koji su se mogli predstavljati u geometrijskom obliku danas nazivamo figurativni brojevi
(Briickler, 2014: 23). Teorija figurativnih brojeva proucavana je od Nikomahova Uvoda u
aritmetiku (Introductio arithmeticae) napisanog oko 100. godine, preko Fibonaccija u 12.
stoljecu pa sve do znanstvenih radova iz 17. i 18. stoljeca koje su pisali matematicari Fermat i

Euler.
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3.4.2. Pitagorin poucak

Jedan od osnovnih teorema geometrije je Pitagorin poucak:

,, Kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbroju kvadrata nad katetama pravokutnog trokuta.

@N
N }
)
.
G
)

= a’ +

Slika 14: Pitagorin poucak

Pitagorini ucenici nisu pojam kvadrat shvacali kao $to ga mi danas shvacamo, ve¢ kao
geometrijski lik koji je konstruiran nad stranicom trokuta. ,,Dokaz Pitagorina poucka zapisan u 1.
knjizi Euklidovih Elemenata prikazuje osnovni princip geometrijske algebre kod starih Grka, a
to je da identitete koje danas interpretiramo algebarski, stari Grci su gledali i dokazivali cisto
geometrijski kao jednakost duljina, povrsina ili volumena. Kada se u geometrijskoj algebri
govori o jednakosti, kao ovdje o jednakosti jednog kvadrata s druga dva, misli se na jednakost

mjere, u ovom slucaju povrsine* (Briickler, 2022: 24).

Ne znamo sa sigurnosc¢u koji je izvorni dokaz za Pitagorin poucak, ali pretpostavka je da se

radilo o dokazu metodom disekcije tj. metodom dijeljenja:

kvadrat sa stranicom a + b podijeli se na dva kvadrata, jedan sa stranicama a i drugi sa
stranicom b, te na dva jednaka pravokutnika sa stranicama duzine a i duzine b. Te pravokutnike
mozemo podijeliti na 2 pravokutna trokuta dijagonalom c. Na taj nac¢in u kvadratu sa stranicom a

+ b imamo uz dva manja kvadrata i ¢etiri trokuta.
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Povrsinu kvadrata sa stranicom a + b mozemo prikazati na dva nacina:

1. nacin: 2. nacin:
b a b a

a a?l 13 | |

3 - 3 |
| c b

c? l

b b? ¢ b bl \c |
[\

- b T ; a b I

Slika 15: Dokaz Pitagorina poucka

Iz prvog nacina prikazivanja slijedi jednakost:
(a+b)?=a%+b%+ 2ab
dok iz drugog proizlazi:
ab
(a+Db)2=c?+4 (7) = ¢?+2ab
[zjednacavanjem dobivamo:
a’+b%+ 2ab = c?+ 2ab

pa slijedi da je c®=a’+ b?.
Interesantno je da je taj poucak u specijalnim slucajevima (primitivne pitagorejske trojke) bio

poznat i Babiloncima, medutim nazvan je po Pitagori jer se smatra da ga je on ili netko od

njegovih ucenika i dokazao (Briickler, 2022: 24).
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3.4.3. lIracionalni broj

Pitagora i njegovi ucenici dugo su vjerovali da je u biti svega §to nas okruzuje broj. Matematika
je za njih bila viSe od znanosti, a brojevima i odnosima medu njima ¢ak su pripisivali simbolicku
misticku ulogu. Smatrali su da je svaki broj omjer dva cijela broja, broj je bio savrSenstvo i
postojanje iracionalnih brojeva srusilo bi harmoniju medu brojevima u koju su vjerovali (Kalina,

1985:28).

Ipak, do spoznaje da postoje iracionalni brojevi dosli su uz pomo¢ Pitagorina poucka.

Slika 16: Iracionalan broj

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni jednakokracni trokut, dobiva se jednakost:
d’=a’+a?=2a?,

Iz d?=2a? dobivamo daje: d=a+?2

Uzmemo li da su kraci jednakokraénog trokuta a = 1, dobivamo da je hipotenuza d =+v?2 .

Metodom kontradikcije Euklid je dokazao da v2 ne moze biti racionalan broj, odnosno da ga ne

mozemo prikazati u obliku omjera dva cijela broja.

Spoznaja da postoje brojevi koje ne mozemo prikazati u obliku omjera dva prirodna broja

pitagorejce je iznenadila toliko da su ju cuvali u strogoj tajnosti (Briickler, 2014: 21).

Naziv iracionalan broj usvojen je u kasnijem periodu razvoja matematike, ali se pitagorejce

smatra prvima koji su otkrili da postoje iracionalni brojevi.
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3.5. Platon

Slika 17: Platon
lzvor: URL 14.

Platon je roden u Ateni 427. g. pr. Krista. Rodeno ime mu je bilo Aristoklo, dok je nadimak
Platon (,,8iroki*) pretpostavlja se dobio zbog svoje atletske grade. Potjecao je iz ugledne
aristokratske obitelji, sto mu je omogucilo kvalitetno obrazovanje (URL 3.).

Kao mladi¢ u dvadesetoj godini postao je Sokratov ucenik i od njega je usvojio filozofski nauk.
Nakon Sokratove smrti cesto je putovao u juznu Italiju, gdje se susretao s Pitagorinim
ucenicima. Putovao je i na Siciliju i u Egipat kako bi stekao nove spoznaje. Nakon povratka u

Grcku u Ateni je osnovao vlastitu filozofsku Skolu nazvanu Akademija po junaku Akademu.

Polaziste njegove filozofije je ucenje o idejama, koje su jedina prava zbilja, a svijet osjetilnih
stvari samo je slika svijeta ideja (Dadi¢, 1992: 29).

Prema Platonu jedino su ideje vjetne i nepromjenjive, dok je sve drugo nesavrSeno i
promjenjivo. Platonov idealizam nasljede je pitagorejaca i njihovog shvacanja brojeva kao

neceg savrSenog 1 harmoni¢nog.

Za Akademiju se smatra da je bila nalik pitagorejskim Skolama i od matematickih disciplina u
njoj su se proucavale aritmetika, trigonometrija i planimetrija. Cilj Akademije je osposobiti
ucenike za razumsko 1 kriticko razmisljanje.

»Naziv aritmetika potjece od grckih rijeci arithmos (broj) i techne (umijece) Sto bismo mogli
prevesti kao umijece s brojevima. Danas je aritmetika grana matematike koja proucava
racunske operacije s brojevima, kako one osnovne: zbrajanje, oduzimanje, mnoZenje i
dijeljenje, tako i napredne operacije, u koje ubrajamo kvadriranje, korjenovanje i potenciranje*
(URL 4.).
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».Naziv trigonometrija potjece od dviju grckih rijeci, rijeci trigon, sto znaci trokut, 1 rijeci
metron, sto znaci mjera. Trigonometrija proucava odnose izmedu stranica i kutova u trokutu®

(URL 5.). Te odnose mozemo izraziti S pomocu trgonometrijskih funkcija:

B
. h a
(hipotenuza)
(nasuprotna
kateta)
a
A [
b G

(prilezeca kateta)

_ a
sina = —
h

Sinus kuta pri vrhu A jednak je kvocijentu nasuprotne katete i hipotenuze pravokutnog
trokuta.

b
cosa = —

Kosinus kuta pri vrhu A jednak je kvocijentu prileZzece katete i hipotenuze pravokutnog
trokuta.

" _Cl
ga=-

Tangens kuta privrhu A jednak je kvocijentu nasuprotne i prilezece katete pravokutnog
trokuta.

" b
ctga = -

Kotangens kuta pri vrhu A jednak je kvocijentu prilezece i nasuprotne katete
pravokutnog trokuta.

Slika 18: Trigonometrijske funkcije
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U planimetriji, geometriji likova, Platon se bavio isklju¢ivo pravilnim geometrijskim tijelima te
ih opisuje u svom djelu Timej (Briickler, 2014: 36).

Sve plohe kod platonovih tijela su jednaki mnogokuti. U Platonova tijela ubrajamo:

Tetraedar (4 plohe) :

Heksaedar (poznatiji kao kocka - 6 ploha):

Oktaedar (8 ploha):

OO
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Ikozaedar (20 ploha):

Slika 19: Platonova tijela
Izvor: URL 15.

U djelu Timej Platon povezuje Cetiri osnovna elementa, zemlju, zrak, vatru i vodu s jednim
trodimenzionalnim oblikom. Tako je povezao tetraedar s vatrom, heksaedar (kocku) sa
zemljom, oktaedar sa zrakom, a ikozaedar s vodom (Dadi¢, 1992:30).

Isto tako kada Platon u Timeju kaze da zemlja, voda, zrak i vatra nisu krajnji dijelovi stvari koje
nas okruzuju, on smatra da postoje jo§ elementarniji dijelovi koji ¢ine bit svega $to postoji. Da
bi povezanost izmedu osnovnih elemenata i pravilnih geometrijskih tijela bila potpuna, Platon
je dodao peti element koji je nazvan eter i povezao ga s dodekaedrom.

Oplosja pravilnih geometrijskih tijela (tetraedar, heksaedar, oktaedar, dodekaedar i ikozaedar)
mogu se svesti na pravokutne trokute koji figurativno predstavljaju te elementarnije dijelove od
kojih se sastoji sve $to nas okruzuje, kako tumaci Platon u djelu Timej.

U modernoj fizici, fizici elementarnih Cestica, ta se Platonova ideja pokazala znacajnom, tako
da je po tome aktualan i danas. Isto tako, u danasnjem obrazovnom sustavu primjecujemo
utjecaj Platonove Akademije, ne samo u nazivlju obrazovnih ustanova ve¢ i u razvijanju

kritickog misljenja kao cilja obrazovnog sustava.
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3.6. Aristotel

Slika 20: Aristotel
lzvor: URL 16.

Avistotel je roden u gradu Stageiri 384. godine prije Krista. Na Platonovoj Akademiji studirao je
dvadesetak godina, od punoljetnosti pa do smrti Platona 347. g. pr. Krista.

Nakon naukovanja u Akademiji kralj Filip Makedonski pozvao ga je na dvor da bude ucitelj
njegova sina Aleksandra, kasnije poznatog kao Aleksandar Veliki (URL 6.).

Aristotel se bavio mnogim znanstvenim disciplinama i utjecao na daljnji razvoj znanosti i
filozofije. Proucavao je biologiju, fiziku i matematiku, bavio se etikom i politikom, ali najveci

utjecaj ostavio je na podrucju logike.

Uveo je i razradivao pojmove poput indukcije, dedukcije i silogizma. Pokazao je da se metodom
indukcije moze do¢i do novih spoznaja. Indukcija je logi¢ka metoda kojom se od pojedinacne

stvari dolazi do opceg.

Prvi se bavi oblicima zakljucivanja, od kojih je najpoznatiji silogizam.
,,ollogizam je oblik logickog zakljucivanja kojim se iz dvaju ili vise ve¢ gotovih sudova (premisa)
izvodi novi sud (zakljucak)“ (URL 7.).

Aristotel se bavio i pojmom beskonac¢nosti. Jedan od razloga proucavanja beskonacnosti bio je i

taj sto je zelio opovrgnuti Zenonov paradoks (URL 6.).

Paradoks o Ahileju i kornjaci kaze da Ahilej nikada nece presti¢i kornjac¢u ukoliko kornjaci damo

prednost na pocetku utrke.
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Slika 21: Zenonov paradoks o Ahileju i kornjaci
Izvor: URL 17.

Prema slici Ahilej nikad ne bi prestigao kornjacu jer dok Ahilej dode do tocke s koje je krenula
kornjaca, ona ¢e prije¢i neki put i na taj Se nacin Utrka nastavlja i Ahilej je uvijek iza kornjace
(Hogben, 1970: 85).

U svom djelu Fizika Aristotel je utvrdio da, kako se udaljenost smanjuje, smanjuje se i vrijeme
potrebno da se prijede ta udaljenost. Time je demantirao tvrdnju da je Ahileju potrebno
beskonacéno vrijeme da prestigne kornjacu.

Danas znamo, a znao je to i Zenon, da ¢e Ahilej susti¢i kornjau. Da bi se to matematicki i

dokazalo, danas se koriste geometrijski redovi.
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3.7. Euklid

Slika 22: Euklid
lzvor: URL 18.

Euklid, jedan od najpoznatijih grckih matematicara, roden je oko 330. g. pr. Krista. O njegovu se
zivotu malo zna, ali se pretpostavlja da je obrazovanje stekao u Platonovoj Akademiji (URL 8.).
U svojim tridesetim godinama bio je znanstveno najaktivniji, posebno na podrucju geometrije. U
Aleksandriji je osnovao matematicku skolu Museion u kojoj razvija nastavnu i znanstvenu
djelatnost. Autor je brojnih djela, ali velik broj njih nazalost nije sacuvan (Briickler, 2022: 48).

Njegovo su najznacajnije djelo Elementi. Smatra se da su Elementi, uz Bibliju, najvise
prevodeno, proucavano i objavljivano djelo u povijesti. lako Euklidov znacaj i utjecaj na znanost
povezujemo sa Elementima, uz njih je napisao jo$§ nekoliko znacajnih djela. Nazalost, grcki tekst
njegovih Podataka, zbirka od 94 teorema, uz Elemente jedino je djelo o geometriji koje je
sacuvano. Sacuvano je i djelo O dijeljenju (zadatci o dijeljenju likova), dok je vecina ostalih
radova izgubljena. Mjesto njegove smrti nije to¢no utvrdeno, ali smatra se da je umro u

Aleksandriji oko 275.g. pr. Krista.

Slika 23: Najstariji saéuvani primjerak Euklidovih Elemenata (9. st.)
Izvor: Euklid, (1999)
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3.7.1. Elementi

Od svih Euklidovih djela najvazniji su Elementi. U tom je djelu Euklid sva dotadasnja znanja iz
geometrije izlozio po principu Aristotelove i Platonove metode deduktivne znanosti. Dakle, prvo
je trebalo utvrditi temeljne pojmove, a zatim odabrati temeljne Cinjenice (postulate i aksiome).
,Elementi su temeljeni na aksiomima, postulatima i definicijama koje se uzimaju za istinite i ne
moraju se dokazivati. Na temelju svega toga su se logickom dedukcijom izvodile nove cinjenice,
definicije i teoremi (URL 1.).

Elementi su napisani oko 300. g. pr. Kr. i sastoje se od 13 knjiga. U njima je sistematizirano

dotadasnje teorijsko znanje iz elementarne geometrije:

I. = VL planimetrija

VII. — IX. geometrijska teorija cijelih brojeva

X. teorija iracionalnih brojeva

XI. — XIII stereometrija.

Spomenutim knjigama dodavane su jo$ 14. i 15. knjiga, ali je kasnije utvrdeno da njihov autor

nije Euklid, ve¢ Hipsiklo i Damaskije.

U Elementima nema nista o krivuljama 2. reda (elipsa, parabola, hiperbola) niti o trima klasi¢nim
konstruktivnim problemima (udvostruc¢enje kocke, kvadratura kruga, trisekcija kuta). Isto tako

nema nikakvih racuna ni prakti¢nih primjera.

,Prva je knjiga temelj cijelog djela Elementi, slobodno mozemo reci i najvazniji dio. U prvoj

knjizi Euklid definira osnovne pojmove u geometriji ravnine - toc¢ku, duzinu i ravninu“ (URL 1.).
U svim knjigama ima ukupno 118 definicija, od kojih njih 23 u prvoj knjizi (Euklid, 1999: 1-3).

Prvih 7 definicija Cesto je osporavano, a njihov logicki nedostatak primijetio je i sam Euklid, pa
ih kasnije ne upotrebljava. Tim pocetnim definicijama htio je dati samo zornu predodzbu o
apstraktnosti osnovnih pojmova. U grupu problemati¢nih mozemo svrstati i 17. definiciju, dok su
ostale potpuno ispravne. Naime, tvrdnja da promjer kruga raspolavlja taj krug lako je dokaziva

pomocu svojstava promjera kruga danih u prvom dijelu 17. definicije.
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U prvoj knjizi susre¢emo i 5 postulata (Euklid, 1999: 3). Najznacajniji je 5. postulat tzv. postulat

0 paralelama:

o+ < 180° L

Slika 24: Postulat o paralelama

Mnogi starogréki matematicari pokuSavali su dokazati da je ovaj postulat ustvari teorem.
Matematicar iz 1. st. pr. Kr. Posidonije predlagao je zamjenu Euklidove definicije paralelnih
pravaca definicijom paralela kao pravaca koji leZe u istoj ravnini i imaju stalan medusobni
razmak.

Komentator Euklidovih Elemenata Proklo (411. - 485. g.) u svojim komentarima Elemenata
kritizirao je Ptolemeja zbog pogresnog dokaza petog postulata i dao svoj dokaz, takoder
pogresan. Danas znamo da u euklidskoj geometriji vrijedi pet Euklidovih postulata, pa tako i
postulat o paralelama, ali da postoje i neeuklidske geometrije — projektivna, nearhimedska,
nedezargovska, sferna, elipticka te hiperbolicka geometrija u kojima nema tog postulata
(Pavkovi¢ i Veljan, 2004: 177).

,,Pod neeuklidskom geometrijom obi¢no se podrazumijeva hiperbolicka geometrija ili geometrija
Lobocevskog. Nikolaj Ivanovi¢ Lobocevski izgradio je geometrijski sustav koji se zasnivao na
negaciji petog Euklidova postulata.” (Pavkovi¢ i Veljan, 2004: 201)

Neeuklidske geometrije ukazale su na mogucénost postojanja prostora razli¢itih od tradicionalnog

te nasle svoju primjenu u teoriji relativnosti.

Prva knjiga sadrzi i 5 aksioma, vidi (Euklid, 1999: 3). Pogledamo li Euklidove postulate i
aksiome, nije posve jasna razlika izmedu njih. U raznim izdanjima Elemenata raspored postulata
i aksioma, kao i njihov broj, razlikuju se. Cesto su neki postulati proglaseni aksiomima. Prema
danasnjem shvac¢anju mozZemo re¢i da su aksiom i postulat sinonimi, tj. da medu njima nema

razlike.
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Euklidova aksiomatika ima odredenih nedostataka i za dokazivanje pojedinih tvrdnji nisu bili
dovoljni aksiomi i teoremi, ve¢ se bilo potrebno pozivati i na ocigledne tvrdnje prikazane
crtezima. Ti nedostatci rijesili su se razvojem matematike osobito tijekom 19. stoljeca te je
Euklidova aksiomatika nadopunjena manjim brojem aksioma o poretku, sukladnosti i
neprekidnosti.

U odnosu na prvu knjigu Elemenata ostale su manje znacajne.

Sadrzaj druge knjige sastoji se od tvrdnji o algebarskim odnosima geometrijskih veli¢ina, koje su

izreCene geometrijskim jezikom jer u Euklidovo vrijeme algebre nije bilo.

U tre¢oj knjizi Euklid obraduje 37 propozicija o planimetriji kruznice i kruga. Simetrija kruga
oduvijek je impresionirala grcke matematiare, Kruznicu SU Smatrali najsavrSenijim
geometrijskim likom, a kuglu najsavrsenijim geometrijskim tijelom. U tre¢oj knjizi dokazuju se

tvrdnje o raznim odnosima lukova, tetiva, tangenata i kutova kod kruznica (Euklid, 1999: 246).

Cetvrta knjiga sadrzi 16 propozicija za konstrukciju pravilnih poligona. U njoj se proucavaju
odnosi koji se pojavljuju pri upisivanju i opisivanju raznih likova kruznicama i kruznica

likovima.

Peta knjiga Elemenata razraduje teoriju omjera i proporcija kroz 25 propozicija.

U Sestoj knjizi treba komentirati samo nekoliko ¢injenica. U definiciji 2 radi se o omjeru zlatnog
reza oblika (a+b):a=a:Db. U propozicijama 19 i 20 spominje se dvostruki omjer, u biti misli se
na omjere u drugoj potenciji (Euklid, 1999: 247).

U sedmoj knjizi bavi se teorijom brojeva. Jedna od vaznijih propozicija u njoj je ona za

odredivanje najveceg zajednickog viSekratnika.

Danas postupak pronalazenja najveceg zajednickog djelitelja dva broja, dvaju polinoma ili dviju

duZzina nazivamo Euklidov algoritam.

Osma knjiga u 27 propozicija govori 0 proporcijama s prirodnim brojevima. Deveta sadrzi

propozicije o parnim, neparnim, prostim i slozenim brojevima (Briickler, 2022: 51).

Deseta se bavi iracionalnim brojevima.
Jedanaesta i dvanaesta knjiga bave se stereometrijom dok o pravilnim poliedrima govore

propozicije u trinaestoj knjizi (Briickler, 2022: 51).
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3.8. Arhimed

Slika 25: Arhimed
Izvor: URL 19.

Arhimed je roden u Sirakuzi 287. g. pr. Krista. Bio je grcki fizicar, astronom i matematicar. Prva
znanja iz astronomije i matematike usvojio je od oca Fidija (Faj, 1999: 24).

Najveci dio zivota Arhimed proveo je u rodnoj Sirakuzi, ali je i putovao i usvajao znanja
poznatih matematicara. Dio svog naukovanja proveo je u Aleksandriji u druStvu matematicara
Eratostena.

Zasluzan je i za mnoge zakone fizike, primjerice zakon uzgona dobio je ime po njemu i
poznajemo ga kao Arhimedov zakon.

Naime Hijeron, kralj Sirakuze, posumnjao je da je prevaren i da mu kruna nije od Cistog zlata te
trazio od Arhimeda da mu to provjeri. Arhimeda je dugo mucio taj problem i rijesio ga je jednog
dana usavsi u kadu. Opazio je kako se razina vode podigla, i to za onoliko koliki je volumen
njegova tijela. 1zasao je iz kupaonice i po ulicama Sirakuze vikao: Heureka! Heureka!, sto znaci:
Nasao sam/, Nasao sam! (Adler, 1973: 125)

Arhimed je prvo izmjerio masu krune. Nakon toga pronasao je grumen zlata koji je tezio koliko i

kruna. Za test mu je trebao i grumen srebra tezine identi¢ne masi krune.

Krunu je potopio u posudu s vodom te izmjerio koliko se podigla razina vode. To je isto uc¢inio i
s grumenom zlata. Da je kruna bila od ¢istog zlata, voda bi se podigla do identi¢ne razine.
Medutim, postojala je razlika pa je Arhimed, izmjerivsi i razinu sto ju je istisnuo grumen srebra,

mogao izracunati koliki je bio odnos izmedu zlata i srebra u kruni (Adler, 1973: 125).

Iz te Arhimedove metode proizaSao je Arhimedov zakon poznat i kao osnovni zakon

hidrostatike: ,, Tijelo uronjeno u tekucinu lakse je za masu istisnute tekucine. *
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Slika 26: Arhimedov pokus s krunom
Izvor: Adler, 1. (1973)

Najvecu slavu Arhimed je stekao svojim saznanjima o zaobljenim geometrijskim tijelima.
Izracunao je povrsinu i opseg kruga, povrsinu odsjecka parabole, volumen kugle te povrsinu
elipse.

Pri tome se sluzio metodom koja je sli¢cna danasnjem infinitezimalnom ra¢unu pa Arhimeda
mozemo smatrati i za¢etnikom integralnog racuna.

,,Upisivanjem pravilnih mnogokuta od 5, 6, 8, 12, 24, 38 i 96 stranica u krug kao i njihovim
opisivanjem oko kruga Arhimed je izracunao da se vrijednost broja 77 nalazi u podruc¢ju izmedu

223

T <T< % , §to odgovara pribliznoj vrijednosti 7T = 3.14* (Briickler, 2022: 72).

Slika 27: Odredivanja vrijednosti broja 7T

Koristenjem sli¢éne metode i na druge slucajeve kako u ravnini tako i u prostoru, Arhimed je
dosao do povrsina raznih geometrijskih likova te volumena tijela, kao i odredivanja polozaja
njihova tezista. Posebno je vazna njegova spoznaja da se volumeni valjka, kugle i stosca

jednakih polumjera i visina odnose kao 3: 2 : 1.

29



Metodom iscrpljivanja Arhimed je racunao povrsinu 2000 godina prije otkri¢a infinitezimalnog
ra¢una. Mozemo reéi da je Arhimed svojim metodama izra¢una povrsine likova i volumena tijela
postavio temelje integriranja.

Kao genijalni fizicar, Arhimed je zasluzan i za zakon poluge kojeg mozemo zapisati kao:

mMiri=mar;

oslonac

Slika 28: Zakon poluge

Kad je poluga u pitanju legendarna je Arhimedova izjava:

,,Dajte mi oslonac i dovoljno dugacku polugu pa ¢u pomaknuti Zemlju! “

Slika 29: llustracija Arhimedova pomicanja Zemlje polugom
Izvor: Adler, 1. (1973).

,,Mnoga Arhimedova djela sa¢uvana su bilo u grékom originalu, bilo u arapskom prijevodu: O
mjerenju kruga, O kugli i valjku, O spiralama, O kvadraturi parabole, O ravnotezi ravninskih
likova, O plovecim tijelima, O konoidama i sferoidama, Metoda mehanickih teorema, Stomahion,
Pjescanik.« (Briickler, 2022: 66)
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U svom djelu O spiralama Arhimed je opisao spiralu koju danas nazivamo Arhimedova spirala.
Udaljenost svake tocke Arhimedove spirale od ishodista, proporcionalna je kutu zaokreta
(Hogben, 1970: 117).

Y (0, a0)

Slika 30: Arhimedova spirala
Izvor: Adler, 1. (1973).

Starogrcki matematicar iz Aleksandrije, imena Papo, u svom djelu Zbornik radova opisao je
tijela koja nazivamo Arhimedovi poliedri. To su tijela ¢ije su sve stranice pravilni mnogokuti.
Sredinom 20. stolje¢a pronaden je i 14. Arhimedov poliedar. Dio zasluga za taj pronalazak ima i

hrvatski matematic¢ar Stanko Bilinski.

@17 ¥~ YY"
POIUI

10 1 12 13

1. krnji tetraedar, 2. kuboktaedar, 3. krnja kocka, 4. krnji oktaedar, 5. rombokuboktaedar,

6. veliki rombokuboktaedar, 7. skosena kocka, 8. ikosadodekaedar, 9. krnji dodekaedar, 10. krnji

ikosaedar, 11. rombikosadodekaedar, 12. veliki rombikosadodekaedar, 13. sko3eni dodekaedar

Slika 31: Arhimedova tijela
Izvor: URL 20.

31



Arhimed je bio izvrstan fiziar i izumitelj. Postoji legenda da je za obranu rodne Sirakuze od
Rimljana konstruirao razne ratne sprave - najja¢i katapult i zrcala S pomocu kojih su paljeni
rimski brodovi. Izumio je i tzv. Arhimedov vijak, koji je ustvari bio crpka za vodu. Pri okretanju

voda se kroz vijak dize od spremnika prema gore i curi kroz otvor vrsnog zavoja (Faj, 1999: 27).

Slika 32: Arhimedov vijak
Izvor: URL 21.

Svaku svoju tvrdnju Arhimed je logicki provjeravao i dokazivao. Pri dokazivanju koristio se

aksiomom kojeg danas nazivamo Arhimedov aksiom:

Za svaka dva realna broja 0 < b < a postoji takav prirodni broj nda je: nb > a (Briickler,
2022: 46).

Prema legendi Arhimeda je usmrtio rimski vojnik prilikom pada Sirakuze u vrijeme Drugog
punskog rata. Prema zapisu povjesni¢ara Plutarha Arhimed je razmatrao neki geometrijski
problem crtaju¢i krugove na pijesku kad mu je pristupio rimski vojnik i naredio da pode s njim.
U zaru traganja za rjeSenjem geometrijskog problema Arhimed je to odbio i upozorio vojnika

neka ne dira njegove krugove, na sto je vojnik potegao mac i pogubio Arhimeda.

Dakle, prema legendi, posljednje su Arhimedove rijeci bile: ,,Ne dirajte moje krugove! “ odnosno
u originalu na latinskom: ,, Noli turbare circulos meos!
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3.9. Triklasi¢na problema starogrc¢ke matematike

Znacajan dio starogréke matematike predstavljale su geometrijske konstrukcije. ,,Platonova
Akademija postavlja pravilo da se konstrukcije vrse iskljucivo ravnalom i sestarom. Ravnalo se
koristilo za spajanje dviju tocaka, a sestar za crtanje kruznica, kojima je bilo zadano srediste i
polumjer.
Navedeni pristup geometrijskim konstrukcijama doveo je do niza matematickih problema, a
najpoznatija su tri:

1. wudvostrucenje kocke

2. kvadratura kruga

3. trisekcija kuta.

Pri pokusaju rjesavanja tih problema starogrcki matematicari dosli su do niza novih spoznaja.*
(Jankov i Papi¢, 2012: 11)

3.9.1. Udvostrucenje kocke

Udvostruc¢enje kocke ili tzv. delski problem jedan je od triju klasi¢nih problema starogrcke
matematike odnosno geometrije. ,,Delski problem trazi da se Koristi samo ravnalo i Sestar,
konstruira stranica kocke kojoj je volumen dvostruko veci od volumena zadane kocke.

Nastanak delijskog problema povezan je uz mit prema kojem je prorocica delfskoga prorocista u
doba epidemije kuge savjetovala stanovnicima otoka Dela da u cast Apolonu izgrade novi oltar u
obliku kocke, ali dvostruko veceg volumena od postojeceg.” (URL 9.)

Druga pak legenda kaZe da je problem nastao kad je kralj Minos Zelio udvostruciti grob pjesnika
Glaukusa koji je bio u obliku kocke.

Atenjani su naivno udvostrucili stranicu kocke i1 time dobili kocku 8 puta veéeg volumena te
kuga nije bila zaustavljena. U biti problem se svodi na geometrijsku konstrukciju rjeSenja kubne
jednadzbe (URL 9.):

x> = 2a

x=32a

a to je, kako je u 19. st. i dokazano, samo s pomocu ravnala i Sestara neizvedivo. Mnogobrojni
uzaludni pokusSaji rjeSavanja toga problema, primjerice pitagorejca Hipokrata, Menehma te

Nikomeda, ucinili su delski problem jednim od poznatijih matematickih problema stare Grcke.
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Hipokrat je bio medu prvima koji je dosao do pribliznog rjesenja. ,,Dosao je do zakljucka da je
udvostrucenje kocke duljine stranice a moguce ako je moguce konstruirati srednje geometrijske
proporcionale izmedu duzina a i 2a.
Poznato je da su srednje geometrijske proporcionale izmedu duzina a i b u biti duzine X 1y za
koje vrijedi:

a:x=x:y=y:b
U nasem je slucaju b = 2a pa dobivamo da je: X = V2 a, Sto je duljina stranice kocke

dvostrukog volumena. Time se problem udvostrucenja kocke svodi na konstrukciju broja V2.

Od jednakosti a:x =x:y =y : b krenuo je i Menehmo te je rjesSavajuci problem otkrio konike —

elipsu, hiperbolu i parabolu. 1z jednakosti je dobio:
x*=ay, Vy>=bx, xy=ab.
U specijalnom slucaju kad je a = 1 i b = 2 dobivamo:
XX=y, y=2x, Xxy=2.
Prikazemo li graficki dobivene krivulje dobivamo presjek, tocku s x koordinatom 2 , $to

predstavija i rjeSenje problema. ** (Jankov i Papi¢, 2012: 15)

YA

x

Slika 33: Menehmovo rjesenje problema udvostrucenja kocke

Izvor: Jankov, D. i Papi¢ I. (2012)

Ovo se rjesenje u 4. st. pr. Kr. nije moglo konstruirati samo ravnalom i Sestarom, a to nije

moguce ni danas, $to je dokazao P. L. Wantzel 1837. godine.
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3.9.2. Kvadratura kruga

Kvadratura kruga, jedan od klasi¢nih geometrijskih problema, trazi da se samo s pomo¢u ravnala
i Sestara konstruira kvadrat po povrSini jednak zadanom krugu (Briickler, 2022: 33).

Rjesavanje tog problema, iako nije dovelo do trazenoga rezultata, razvilo je i unaprijedilo
geometriju i matematiku tog doba. Problemom su se bavili brojni matematicari Stare Grcke,
medu ostalima i Anaksagora, Antifont, Brison, Hipokrat te Arhimed.

Antifon je metodom iscrpljenja ili ekshaustije trazio povrSinu kruga. Takvim pristupom
priblizavao se sve blize stvarnoj povrsini kruga ali kako ucenici Platonove Akademije nisu
prihvacali beskonaénost Antifonov postupak nije rezultirao rjeSenjem problema (Jankov i Papic,
2012: 12).

Slika 34: Antifontovo rjeSenje kvadrature kruga

Arhimed je u svom djelu O spiralama opisao spiralu koju danas nazivamo Arhimedova spirala.
To je u biti krivulja koja nastaje kad tocka, polazeci iz ishodista, obilazi oko ishodista i jednako
se udaljava od njega. Udaljenost svake tocke Arhimedove spirale od ishodiSta, proporcionalna je
kutu zaokreta, r =a ¢ .

Arhimed je u djelu Mjerenje kruga dokazao da je povrsina kruga jednaka povrsini pravokutnog

trokuta cije su katete jednake polumjeru i opsegu kruga (Jankov i Papic¢, 2012: 13).

Primjenjujuci taj dokaz, konstruirao je jedini¢ni krug ¢ije je srediste tocka O te u njemu spiralu

kojoj je O ishodisna to¢ka. Nakon punog okretaja spirala sijece pocetni krug u tocki P.
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Slika 35: Arhimedovo rjesenje kvadrature kruga
Izvor: Jankov, D. i Papi¢ 1. (2012)

Nakon toga konstruira okomicu u to¢ki O na pravac OP, te s N oznacio njen presjek s kruznicom.

Kroz tocku P povukao je tangentu na spiralu i1 njen presjek s povuc¢enom normalom oznacio je s

T.

Prema Arhimedovim tezama u djelima O spiralama i Mjerenje kruga vrijedi da je |OT|=T.

Poloviste duzine NT oznacio je sa S te je opisao krug k (S, |ST|) kako bi dobio korijen iz 7, jer

je  |OT| * |ON| = |OBJ?>. Na kraju je s dobivenom stranicom konstruirao kvadrat jednake
povrsine kao i krug.
Ovim postupkom Arhimed nije dosao do rjesenje problema kvadrature kruga jer spiralu nije

moguce konstruirati koriste¢i se samo ravnalom i sestarom, ali je dosao do u to doba

najpreciznije aproksimacije broja 7t i postavio nejednakost % < T < % (Jankov 1 Papi¢,

2012: 13-14).
Tek u 19. stoljecu, tocnije 1882., Carl Louis Ferdinand von Lindemann dokazao je da je broj ©
transcedentan broj, tj. da ga nije moguce konstruirati uz pomo¢ samo ravnala i Sestara kako su

zahtijevali stari Grei. Dakle, problem kvadrature kruga je nerjesiv.
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3.9.3. Trisekcija kuta

Trisekcija kuta predstavlja geometrijski problem u kojem se trazi da se zadani kut podijeli na tri
jednaka dijela uz pomo¢ samo ravnala i Sestara (Briickler, 2022: 33).

Problem je opcenito nerjesiv, $to je 1 dokazano algebarskim metodama u 19. stoljecu, odnosno
rjesiv je samo u nekim specijalnim sluc¢ajevima, npr. za kutove od 27°, 45° i 90° (Jankov i Papic,
2012: 16).

Od klasi¢nih najpoznatije je Arhimedovo rjeSenje s pomoc¢u Sestara i ravnala koje je imalo
oznacene jedinice. Buduci da je ravnalo imalo oznacene jedinice, rjeSenje nije bilo u okvirima

postavljenih uvjeta konstrukcije, ali predstavlja znacajan pokusaj rjeSavanja problema.

Arhimed je krenuo od proizvoljnog S$iljastog kuta ABC, kuta 0Ol1, te oko vrha B opisao kruznicu

proizvoljnog radijusa.

Slika 36: Arhimedovo rjesenje trisekcije kuta
Izvor: Jankov, D. i Papi¢ 1. (2012)

Presjeke opisane kruznice s krakovima kuta Oz ozna¢imo s D 1 E. Postavimo ravnalo kroz to¢ku
E tako da u tocki G presijeca pravac AB, a u tocki F kruznicu tako da je duzina FG jednaka

duljini radijusa r. Na taj smo nacin dobili kut AGE tj. kut Os koji je jednak trecini kuta O,
odnosno vrijedi da je 30ls = 0.1 (Jankov i Papi¢, 2012: 18).

Tvrdnja 30is = 0Ly moze se dokazati koristeci se svojstvima vanjskog kuta trokuta GBE i GBF.
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Dakle, vrijede jednakosti:

O =02+ Os
O3 =04 + Os
Trokut GBF je jednakokracan s krakovima duzine r. Iz toga slijedi da je O = Os, pa iz
jednakosti O3 = 0l4 + Ols dobivamo:
O3 =205
Trokut FBE isto je tako jednakokra¢an, pa vrijedi da je Oz = Olz = 20Ls.
Uvrstenjem dobivamo da je Ol = Oz + Ols = 205 + Ols = 30Ls.

Tvrdnja 30is = Q.1 je time dokazana.

Problemom trisekcije kuta bavili su se i ostali znacajni starogrcki matematicari, medu prvima
Hipokrat s Hiosa te Hipija iz Elide. U 4. stoljecu poslije Krista problemom se bavio i Papus iz
Aleksandrije, ali tek su matematicari 19. i 20. stolje¢a dokazali da je problem opcenito nerjesiv

konstrukcijom samo ravnalom i $estarom, odnosno da je rje$iv samo u specijalnim sluéajevima.
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4. Zakljucak

Od najranije povijesti ljudi su mjerili, prebrojavali, trgovali i gradili. U svim tim radnjama
susretala se matematika i njeno poznavanje omogucéavalo je da se uspjesnije rijeSe brojni
problemi. Pojavom pisma pojavljuju se prvi matematicki zapisi te se razvijaju brojevni sustavi i
znamenke $to je olakSalo daljnji razvoj matematike. Usvajajuci i razvijaju¢i znanja od starijih
civilizacija, posebno Egip¢ana i Sumerana, stari Grei izgradili su matematiku od empirijske u
znanstvenu disciplinu. Period stare Grcke, koji tradicionalno pocinje s prvim olimpijskim igrama
776. g. pr. Krista i traje do smrti Aleksandra Velikog 323. g. pr. Krista, predstavljao je
najplodnije razdoblje u povijesnom razvoju matematike. To je period u kojem je Tales postavio
svoje teoreme, Pitagora dokazao svoj poucak, a Euklid napisao djelo Elementi koje je gotovo
dvije tisu¢e godina bilo glavni udzbenik matematike. I danas su u kurikulumu matematike imena
Talesa, Pitagore i Euklida nezamjenjiva. Njima su u razvoju matematike i razvijanju Kritickog
misljenja, Sto je 1 danas jedan od osnovnih ciljeva obrazovnih ustanova, svojim dostignu¢ima iz
logike i filozofije, pomogli Aristotel i Platon.

Naziv Platonove Skole Akademija i danas susre¢emo u nazivima najvisih znanstvenih ustanova,
pa tako i u Hrvatskoj akademiji znanosti i umjetnosti (HAZU), koja je najvisa kulturna i
znanstvena institucija u nasoj drzavi.

Podrugje stare Grcke se zbog dostignuca postignutih kako na podrucju matematike, tako i na
podru¢ju filozofije, fizike, logike, arhitekture i politike, s pravom smatra kolijevkom zapadne

civilizacije i temeljem kulture kojoj danas pripadamo.
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