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SAZETAK

Usporedba rjeSavanja problemskih zadataka kod studenata Uciteljskog studija u
Hrvatskoj i Ceskoj

U ovom diplomskom rad provedeno je istrazivanje o rjeSavanju problemskih zadataka
studenata U¢iteljskog studija u Republici Hrvatskoj i u Ceskoj Republici. Pojasnjen je i pojam
problemskog zadatka, kao i njihiova vaznost pri oblikovanju uéenikovih matematickih
kompetencija. Problemski zadaci su klasificirani unutar Word problems kategorije, kao i
unutar projekata QUASAR i TTML. Kontekst matematike i problemskih zadataka prikazan je
u povijesnom kontekstu, kako se problemski zadatak razvijao kroz povijest matematike.
Prikazani su i rezultati PISA i TIMSS vanjskih vrednovanja posljednjih nekoliko godina za
Republiku Hrvatsku i Cesku Republiku. Navedene su i neke metode rje$avanja problemskih
zadataka, ukljucujuéi cetiri koraka Georga Polye te Descartseov pokusaj pronalaska
univerzalne metode rjeSavanja problemskih zadataka. Metode su prikazane samo kao jedan od
primjera, to jest, smjernice koje mogu pomoci u opéem oblikovanju, nisu univerzalne za svaki
zadatak. Predstavljen je i okvirni program $kolovanja u Hrvatskoj i Ceskoj, kao i matematika
kao predmet u Skoli. Uz to, predstavljena je 1 Hejny metoda rjeSavanja problemskih zadataka
specifi¢na za studente Karlovog sveuéilista u Ceskoj.

Provedeno istrazivanje nije pokazalo da postoji nekih velikih razlika u rjeSavanju problemskih
zadataka kod studenata u Hrvatskoj i Ceskoj. Veéinom su ispitanici odabirali iste ili sliéne
metode pri rjeSavanju problemskih zadataka.

Kljuéne rije¢i: problemski zadatak, matematika, klasifikacija problemskih zadataka,

Republika Hrvatska, Ceska Republika



SUMMARY

Comparison of solving problem solving tasks by students of Teachers Education

studies at Croatia and Czech Republic

This thesis presents a research about solving problem tasks of students of Teacher
Education in the Republic of Croatia and in the Czech Republic. The term of a problem task is
also explained, as well as their importance in shaping students' mathematical competencies.
Problem tasks are classified within the Word problems category, as well as within the
QUASAR and TTML projects. The context of mathematics and problem tasks is presented in
a historical context, as the problem task has evolved throughout the history of mathematics.
The results of PISA and TIMSS external evaluations in the last few years for the Republic of
Croatia and the Czech Republic are also presented. Some problem-solving methods are also
listed, including Georg Polya's four steps and Descartse's attempt to find a universal problem-
solving method. The methods are presented as just one example, guideline that can help with
general design, they are not universal for every task. The framework program of schooling in
Croatia and the Czech Republic was also presented, as well as mathematics as a subject in
school. In addition, the Hejny problem-solving method specific to students at Charles
University in the Czech Republic was presented.

The conducted research did not show that there are any big differences in solving problem
tasks for students in Croatia and the Czech Republic. Most of the respondents chose the same
or similar methods in solving problem tasks.

Key words: problem solving tasks, Mathematics, classification of problem solving tasks,
Republic of Croatia, Czech Republic



1. UVOD

Mnogi percipiraju matematiku kao da je to predmet koji se sastoji od pravila pomocu
kojih se rjesavaju zadaci, kada nauci$ pravila, zna$ 1 rjeSavati matematicke zadatke, medutim
to nije tako. UcCenici ¢esto upadaju u zamku rjeSavanja procedura $to nije dobro za razvijenje
njihovih matematickih kompetencija. Problemski zadaci zato daju posebnu vrijednost
matematici. Radom na problemskim zadacima razvijaju se procesne vjestine, kreativnost,
sigurnost u nepredvideni ishod i mnoge druge. Katkad problemski zadaci stvaraju problem i
jednoj vecini buducih ucitelja jer nisu bili upoznati s nac¢inima rjeSavanja takvih zadataka ili
ih nisu dovoljno rijesili kroz svoje Skolovanje. Dok je toj polovici studenata logicko misljenje
i zakljucivanje nejasno i nezanimljivo, druga polovica se zainteresira te joj je zanimljivo
iskuSavati 1 trenirati mozak za smisljanje razlicitih nacina rjeSavanja. Te razlike poti¢u na
razmisljanje o ucestalosti rjeSavanja ovakvih zadataka u osnovnoskolskoj praksi, kao i o vrsti
zadataka, nacinima rjeSavanja te teorijama matematike koje se mogu povezati s problemskim
zadacima. O formulacijama problemskih zadataka, matemati¢ar Joseph B. W. Yeo (2007) je
otvorio nekoliko pitanja, od kojih se u ovom radu izdvajaju dva; Sto znaci pojam
,matematicki problem* 1 o znacenju ,,otvorenog 1 zatvorenog® tipa zadatka. On stavlja
naglasak na to da ucenik treba dobro razumjeti zadatak i jasno definirati cilj koji Zeli postici 1
onda nece biti problema pri rjeSavanju.

Pri istraZzivanju prethodnih istraZivanja, ponajviSe su se spominjala dva matematicka
projekta (QUASAR 1 TTML). QUASAR se temeljio na tome da svi u€enici nemaju jednake
uvjete za ucenje matematike (siromasnije i bogatije sredine) te ako budu imali jednake uvjete,
da ¢e 1 rezultati onih loSijih biti bolji. Zakljucili su da su problemski zadaci bili najteZi za
rjesavati, ali kod ucestalog rjeSavanja tih zadataka i1 vjezbanja, vidi se napredak. Iako
problemski zadaci nemaju jednu formulu koju treba izvjezbati da se nauci, stalnim radom i
razmi$ljanjem moZe se poboljsati rjeSavanje. TTML projekt je istrazio tri tipa zadataka od
kojih je jedan bio problemski tip. Oni su zakljucili da rjeSavanje problemskih zadataka
iziskuje viSe vremena i da je o negativna strana, ali su dali prednost razgovoru i raspravi o
strategijama rjeSavanja. To 1 je najzanimljivije kod problemskih zadataka. Svi ¢e ucenici
dobiti isti zadatak, ali ga nece svatko rijesSiti na isti na¢in. Ovom diplomskom radu cilj je bio
istraziti nacine rjeSavanja medu studentima koji su se ve¢ susreli s ovakvim zadacima.

Autorica ovog diplomskog rada bila je na razmjeni studenata u sklopu Erasmus +

programa u Ceskoj republici i htjela je to iskoristiti za svoj rad. Studenti koji su sudjelovali u



istrazivanju bili su studenti uditeljskog studija SveuciliSta u Zadru i studenti Karlovog
sveuciliSta u Pragu. PISA 1 TIMSS su istrazivanja vezana za matematiku u kojoj redovito
sudjeluju i Hrvatska i Ceska. Pri usporedbi rezultata posljednjih dvaju PISA i TIMSS
istrazivanja, Ceska republika je bila bolja od Republike Hrvatske. Treba se i naglasiti da obje
drzave iz godine u godinu postizu sve bolje rezultate usporedno s prethodnima. Pri usporedbi
skolstva Republike Hrvatske i Ceske republike, doslo je do zaklju¢ka kako su po tom pitanju
ove dvije drzave jako sli¢ne, ali postoje i odredene razlike. Studenti Karlovog sveucilista su
jedini koji u svome Skolovanju koriste tzv. HEJNY metodu poucavanja matematike. Tu
metodu je smislio profesor koji im predaje na sveuciliStu te ju oni koriste u praksi. Cilj ovog
diplomskog istrazivanja bio je usporediti razlike u principima rjeSavanja matematickih
zadataka problemskog tipa kod studenata Uciteljskog studija na SveuciliStu u Zadru i
studenata Uciteljskog studija na Karlovom sveucilistu u Pragu putem upitnika. Zbog
novonastale situacije izazvane virusom Covid-19, sveucilista su bila zatvorena i upitnik se

proveo online putem.
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2. STO NAZIVAMO PROBLEMSKIM ZADATKOM

Pojam ,,problem* Cest je u svakodnevnom zivotu. Sama rije¢ se pojasnjava kao “teorijsko
ili prakticno pitanje koje treba rijesiti, sporno pitanje, teskoca, tezak zadatak, zagonetka”.
(Kurnik, 2002) Dio nase svakodnevnice su Cesto situacije problemskog tipa koje trebamo
razrijesiti, medutim, ovdje stavljamo naglasak na probleme koje susreemo u svijetu
matematike. Postavljanjem ,,problema*, ucitelj Zeli podiéi razinu poznavanja matematike kod
ucenika, a to moze uciniti na nekoliko na¢ina. Jedan od nacina je da ucitelj postavi neki
zadatak i1 da ucenici sami trebaju shvatiti 1 interpretirati problem, drugi nacin je da ucitelj
jasno definira problem ucenicima i oni ga samo trebaju rijesiti. Kod obrade novog gradiva,
ucitelj moze postaviti problemsku situaciju pomocu gradiva koje u€enici ve¢ poznaju te ih
pomocu ve¢ nauc¢enog uvedu u novo gradivo.

Pri spomeni izraza problemski zadatak, ¢esto se odmah ucenici postave u obrambeni stav
,Ja to ne mogu®, ,,ja to ne znam*. Kroz obrazovanje, takvi su zadaci ¢esto nezeljeni od strane
ucenika jer ih smatraju teSkima, ali koji se zadaci zapravo mogu nazvati problemskim? Joseph
B. W. Yeo (2007) u svome ¢lanku ,,Matheatical tasks: Clarification, classification and choice
of suitable tasks for different types of learning and assessment® se pita §to uopée pojam
,matematicki problem* znaci. Yeo navodi prema Hendersonu i Pingryju (1953) tri neophodna
uvjeta za situaciju da postane problem za individualca.

Po njemu bi prvi uvjet bio da individualac ima jasno definiran cilj kojeg je svjesno
svjestan i ¢ije dostignuce Zeli. Drugi uvjet bi bio da kada se pojavi nesto Sto blokira put prema
cilju, neka poteskoca i ako sposobnosti individualca nisu dovoljnje za otklanjanje poteSkoce.
Tre¢i uvjet vodi k promisljanju kada individualac postane svjestan problema, jasno ili manje
jasno ga definira, postavi razliite hipoteze tj. rjeSenja problema 1 testira izvodljivost
osmisljenog.

,Problemski zadatak je svaki zadatak za koji osoba koja ga rjeSava nema unaprijed
ponudenu metodu ili proceduru koju jednostavno primjenjuje, ve¢ samo rjeSavanje iziskuje
iznalaZzenje metoda, kao i samog rjeSenja.” (Schoenfeld, 1985) Ovo je prva definicija
problemskog zadatka koju je do matemati¢ar Alan Schoenfeld 1985.godine. On naglasava da
su problemski zadaci bitni za lakse i brze ucenje matematike te da se pomocu njih matematika

ucinkovitije uci.
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Yeo (2007) otvara i pitanje znacenja ,,otvorenog i zatvorenog tipa zadatka®. Zatvoreni tip
zadatka je zadatak u kojem su i cilj i odgovor zatvoreni: cilj je naveden u samome zadatku i
postoji samo jedno to¢no rjeSenje. Takvi tipovi zadataka najceséi su u zbirkama i radnim
biljeznicama iz matematike i glavni cilj im je da ucenici poboljSaju proceduralne vjestine, ali
mnogi ucitelji smatraju da ovakvi tipovi zadataka mogu ogranicavati ucenike kod novih,
nepoznatih situacija/ zadataka. Sto se ti¢e otvorenog tipa zadatka, postoji nekoliko opcija. To
mogu biti zadaci kod kojih postoji viSe rjesenja, zadaci kod kojih postoji vise vazecih rjesenja,
zadaci kod kojih cilj nije tocno odreden. Yeo zakljuCuje kako, ukoliko je zadatak otvoren,
mora biti viSe metoda za rjeSavanje, ali te metode moraju sadrzavati viSe strategija za
rjeSavanje, nego postupaka.

U navedenom ¢lanku, autor razlikuje tri tipa otvorenosti zadatka.

Otvorenost koja ovisi o studentu je prvi tip. Problemski zadaci su otvoreni u smislu da postoji
viSe metoda za rjeSenje i one mogu biti prosirene, samo $to ovo ovisi o uc¢eniku; ako on ili ona
ne koristi viSe metoda, nece biti kaznjen/a. Drugi tip bi bio da je otvorenost utvrdena u samom
zadatku. Zadaci kod kojih se istrazuje imaju otvoren cilj i otvoren odgovor, pa ako uc¢enik da
samo jedan odgovor, a postoji viSe to€nih odgovora, u¢enik moze biti kaznjen. Treci tip je taj
kod kojeg otvorenost ovisi o strukturi napisanog zadatka. Ukoliko je zadatak dovoljno slozen
1 ne postoji skela u tekstu zadatka po kojoj se zadatak treba rijesiti, onda je zadatak otvorenog
tipa.

Nije svaki problemski zadatak takav za svaku osobu. To ovisi o razini matematickog
znanja odredene osobe. Na primjer zadatak ,.Jelena je kupila 3 cokolade i potrosila je 33
kune. Koliko kuna kosta jedna cokolada? “ je za uCenika Sestog razreda prili¢no jednostavan,
dok je za ucenike prvog razreda problemski jer njihovo matematicko znanje nije jo$ uvijek te
razine. Zbog toga se problemski matematicki zadaci gledaju kao takvi ovisno o dobi i razini
matematickog znanja pojedine osobe. Na spomen problemskog zadatka najcesce se pomisli na
sve zadatke rijeCima, $to nije to¢no. Za usavrSavanje matemati¢kih koncepata, vazno je

klasificirati problemske zadatke.
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3. PROBLEMSKI ZADACI UNUTAR POJEDINIH KLASIFIKACIJA
ZADATAKA

Predodzba ucenika je najceSce da su svaki zadaci rijeCima problemski zadaci te da svaki
problemski zadaci moraju biti napisani rijeima, no to nije tako. Za problemske zadatke nije
dostupan jedan ,,kalup*, formula ili odredeni postupak koji je univerzalan i moze pomoc¢i pri
svakom zadatku, ve¢ se zadacima problemskog tipa usmjerava na koriStenje raznih strategija,
na logi¢no misljenje i zaklju€ivanje, kreativnost te na vece kognitivne napore.

,Rjesavanje problemskih zadataka je proces koji ukljucuje nekoliko uzajamno povezanih
procesa: prepoznavanje prisutnosti problema, formuliranje problema, primjenu razli¢itih
strategija za rjeSavanje problema, rjeSavanje problema, provjeru i tumacenje rezultata i
konac¢no uopcavanje odgovora. (Sharma, 2001)

Prema Vlahovié-Steti¢, Vizek-Vidovié¢ (1998) vazno je razlikovati problemske zadatke,
prepoznati spoznajne zahtjeve koje ti zadaci stavljaju djeci te je vrlo vazno sustavno
proucavanje raznih vrsta zadataka da bi se nastava Sto bolje prilagodila djeci raznih uzrasta.
Iste autorice isticu psihologijsku klasifikaciju problemskih zadataka zbrajanja i oduzimanja
koju su uveli Riley i suradnici. Vlahovié-Steti¢, Vizek Vidovi¢ (1998) prema Riley i
suradnicima (1983) navode da se problemski zadaci mogu svrstati u tri kategorije u koje

spadaju zadaci kombiniranja, zadaci promjene i zadaci usporedbe.

Vrsta zadatka Primjer zadatka Nepoznata kolicina

Kombiniranje

K1 Ivan ima 3 pikule. Petar ima 5 plkula. Koliko plkula imaju zajedno? nadskup
K2 Ivani Petar imaju nekoliko pikula. Ivan ima 3 pikule. Petar ima 5 pikula, Koliko pikula imaju zajedno? nadskup
K3  Ivanima 3 pikule. Petar ima nekolike pikula, Oni zajedno imaju 8 pikula. Koliko pikula ima Petar? podskup
K4  |van ima nekoliko pikula. Petar ima 5 pikula. Oni zajedno imaju B pikula. Koliko pikula ima Ivan? podskup
K5  Ivan i Petar imaju zajedno 8 plkula. Ivan ima 3 pikute. Koliko pikula ima Petar? podskup
K& Ivan i Petar imaju zajedno 8 pikula. Ivan ima nekoliko pikula. Petar ima 5 pikula. Koliko pikula ima lvan? podskup
Promjena
Pt  lIvan je imao 3 pikule. Onda mu je Petar dao 5 pikula. Koliko pikula ima lvan sada? zavrsni skup
P2  lvan je imao 8 pikula. Onda je dao Petru 5 pikula. Koliko pikula ima Ivan sada? zavrsni skup
P3  Ivan je imao 3 pikule. Onda mu je Petar dao nekoliko pikula. Sada lvan ima 8 pikula. Koliko mu je pikula dao Petar? mijenjajudi skup
P4 Ivan je imao 8 pikula. Onda je dao nekoliko pikula Petru. Sada tvan ima 3 pikule. Koliko je pikula dao Petru? mijenjajuci skup
P5  lvan je imao nekoliko pikula. Onda mu je Petar dao 5 pikula. Sada Ivan ima 8 pikula.

Koliko je pikula Ivan imao u potetku? pocetni skup
P&  Ivan je imao nekoliko pikula. Onda je dao 5 pikula Petru. Sada Ivan ima 3 pikule.

Koliko je pikula Ivan imao u pocetku? pocetni skup
Usporedba
U1 Ivanima 8 prkula. Petar ima 5 pikula. Koliko pikula vise ima Ivan od Petra? razlika skupova
U2  Ivanima 8 pikula. Petar ima 5 pikula. Koliko pikula manje ima Petar od lvana? razlika skupova
U3  Ivanima 3 pikule. Petar ima 5 pikula vise od Ivana. Koliko pikula ima Petar? d : usporedeni skup
U4  ivanima B pikula. Petar ima 5 pikula manje od Ivana? Koliko pikula ima Petar? usporedeni skup
US  ivanima 8 pikula. On ima 5 pikula vise od Petra. Koliko pikula ima Petar? referentni skup
Ué Ivanima 3 pikule. On ima 5 pikula manje od Petra. Koliko pikula ima Petar? referentni skup

Slika 1.- Kategorije problemskih zadataka prema Riley i suradnici (1983), preuzeto 10.10.2020.
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Svaki od ovih zadataka definira odredene koliCine te postoji odnos izmedu vise koliCina.
Vlahovié-Steti¢, Vizek Vidovié (1998) prema Riley i suradnici (1983) pojasnjavaju da je kod
zadataka kombiniranja rije¢ o dva skupa koje treba ujediniti ili razjediniti, kod zadataka
promjene zbrajanje ili oduzimanje uzrokuje uvecanje ili umanjenje pocetne kolicine, a kod
zadataka usporedbe postoje dva staticna skupa medu kojima je potrebno pronaci razliku.
Unutar svake od ove tri glavne skupine zadataka postoje i dodatne podjele s obzirom na
polozaj nepoznate koliCine.

Sli¢nu klasifikaciju proveli su autori Thomas P. Carpenter i suradnici (2015) u knjizi
,,Children's Mathematics — Cognitively Guided Instruction* gdje navode kako postoje Cetiri
osnovne vrste problema: pridruzivanje, odvajanje, dio-dio cjelina i usporedivanje te se taj
projekt naziva Word problems. Uz Word problems, opée prihvaéene klasifikacije problemskih
zadataka dolaze i iz projekata QUASAR te TTML. Autori QUASAR projekta dijele zadatke u
dvije kategorije: manje zahtjevni zadaci i viSe zahtjevni zadaci. Zadaci koji su manje
zahtjevni obuhvacaju pamdéenje, reprodukciju te proceduralno znanje bez povezivanja, dok
zadaci koji su vise zahtjevni obuhvacaju matematicko rezoniranje te proceduralno znanje uz
povezivanje. (Silver i suradnici, 1996) Dok QUASAR projekt dijeli problemske zadatke na
dvije vrste, TTML projekt ih dijeli na tri razlicita tipa zadataka. Prvi tip zadatka je klasi¢ni
matematiCki zadatak Cija je svrha jasna i definirana, drugi tip zadatka stavlja matematicki
problem u koncept prakticnog, svakodnevnog, dok je tre¢i tip zadatka otvorenog tipa,

postupak mu nije unaprijed odreden. (Sullivan i suradnici, 2009)

3.1. WORD PROBLEMS

Klasifikacija World problems iz knjige ,,Children's Mathematics — Cognitively Guided
Instruction* autora Thomasa P. Carpentera, Elizabeth Fennema, Megan Loef Franke, Linda
Levi 1 Susan B, Empson je najceS¢e koriStena u svijetu matematike. Ova klasifikacija odnosi
se na samu radnju opisanu u zadatku kao i veze koje su opisane u problemu. Upravo zbog
toga ova klasifikacija je najviSe primijenjena djeci. Ne koriste svi iste strategije i ideje preko
kojih ¢e do¢i do rjeSenja. Svako dijete drukcije percipira zadatak i razmislja o njemu, te je to 1
bila motivacija autorima napraviti ovu vrstu klasifikacije.

Sto se ti¢e zbrajanja i oduzimanja, postoje Getiri osnovne vrste problema: Pridruzivanje,

Odvajanje, Dio- dio cjelina i Usporedivanje.

14



Kod Pridruzivanja i Odvajanja imamo sli¢ne, ali suprotne akcije. Pridruzivanjem se elementi
dodaju na zadani skup, a Odvajanjem se elementi oduzimaju od zadanog skupa.

Kod Dio-dio-cjeline gleda se povezanost izmedu skupa i njegova dva podskupa, dok se
Usporedivanje odnosi na usporedbu izmedu dva nesparena, odvojena skupa. Unutar svakog

zadatka, mozemo razlikovati razne vrste problema, ovisno o nepoznatoj vrijednosti.

a) Pridruzivanje

Problem pridruzivanja sadrzi neku direktnu radnju, u kojoj se neSto povecava.
Primjer: Antea ima Cetiri jabuke i prijateljica Sara joj je dala jos dvije jabuke. Koliko jabuka
sada ima Antea?

Ovaj zadatak se sastoji od tri vrijednosti. Prva vrijednost nam je poznata i to je pocetna
koli¢ina (Antea ima Cetiri jabuke). Druga vrijednosti (Sara joj je dala jos dvije jabuke) se
pridruzuje pocetnoj i daje nam trecu i zavrsnu vrijednost (Antea sada ima sSest jabuka) §to je i
rjesenje zadatka.

Ovakav tip zadatka moze imati tri varijacije- nepoznat rezultat, nepoznata promjena i
nepoznat pocetak.

Primjeri:

Nepoznat rezultat: Bernarda ima pet balona, David joj je dao jo$ tri balona. Koliko balona
sada ima Bernarda?

Nepoznata promjena: Bernarda je imala pet balona. David joj je poklonio jo$ nekoliko balona
za imendan pa Bernarda sada ima osam balona. Koliko je balona David poklonio Bernardi za
imendan?

Nepoznat pocetak: Bernarda je imala nekoliko balona. David joj je za imendan poklonio tri
balona i ona sada ima sveukupno osam balona. Koliko balona je Bernarda imala prije

imendana?

b) Odvajanje
Problem Odvajanja, kao i problem pridruzivanja sadrzi direktnu radnju, samo se kod
odvajanja koli¢ina smanjuje. Takoder, zadaci sadrze po tri vrijednosti od kojih je jedna

nepoznata. Kod problema Odvajanja takoder nailazimo i na tri varijacije- nepoznat rezultat,

nepoznata promjena i nepoznat pocetak.
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Primjeri:

Nepoznat rezultat: Mario ima sedam autica i tri auti¢a je poklonio rodaku Frani. Koliko auti¢a
sada ima Mario?

Nepoznata promjena: Mario je imao sedam auti¢a i nekoliko auti¢a je poklonio rodaku Frani.
Ako Mario sada ima Cetiri autica, koliko ih je poklonio rodaku Frani?

Nepoznat pocetak: Mario je imao nekoliko auti¢a. Rodaku Frani je poklonio tri auti¢a. Mario

sada ima Cetiri auti¢a. Koliko auti¢a je Mario imao prije nego je poklonio tri rodaku Frani?

c) Dio-dio cjelina

Za razliku od Pridruzivanja i Odvajanja, Dio- dio- cjelina kao vrsta problema je staticna te
nema neke direktne radnje. Kod ove vrste dolazi do staticne veze izmedu specificnog skupa i
njegova dva podskupa. Postoje dvije vrste Dio-dio-cjelina problema, a to su da je cjelina
nepoznata ili da je samo dio nepoznat.

Primjeri:

Cjelina nepoznata: U koSari se nalazi Sest jabuka 1 dvije kruSke. Koliko voca se nalazi u
kosari?

Dio nepoznat: Osam komada voéa se nalazi u kosari. Sest od osam komada su jabuke, a ostalo

su kruske. Koliko kruski se nalazi u koSari?

d) Usporedivanje

Kao $to je slucaj u Dio-dio-cjelina, ova vrsta problema je stati¢na i ne sadrzi odredenu
akciju nego sadZi veze izmedu vrijednosti. Usporedivanje ukljucuje usporedbu dva razli¢ita i
odvojena skupa. Jedan skup naziva se referentni skup, a drugi skup se naziva usporedni skup.
Razlika ili koli¢ina je vrijednost za koju jedan skup premasSuje drugi. Postoje tri varijane

problema- nepoznata razlika izmedu skupova, nepoznati usporedni skup i nepoznat referentni

skup.

Petra ima tri godine. REFERENTNI SKUP
Josip ima osam godina. USPOREDNI SKUP
Josip ima pet godina vise od Petre. RAZLIKA/ KOLICINA
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Primjeri:

Nepoznata razlika izmedu skupova: Petra ima tri godine. Josip ima osam godina. Koliko vise
godina ima Josip od Petre?

Nepoznati usporedni skup: Petra ima tri godine. Josip ima pet godina viSe od Petre. Koliko
godina ima Josip?

Nepoznati referentni skup: Josip ima osam godina. On ima pet godina vise od Petre. Koliko

godina ima Petra?

3.2. QUASAR

QUASAR projekt (Quantitative Understanding: Amplifying Student Achivement and
Reasoning), Sto u prijevodu na hrvatski zna¢i Kvantitativno razumijevanje: proSirivanje
ucenickih postignuca i razumijevanja. Ford soundation je organizirao ovaj projekt skolske
godine 1990/1991 te je projekt trajao pet godina od vodstvom sveuciliSnog profesora Edwarda
Silvera. Prvo su bile ukljucene Cetiri Skole u Americi pa su im se pridruzile jos dvije skole,
takoder iz Amerike. Cilj ovog projekta bio je pomo¢i ucenicima shvatiti matematiku 1
matematicke koncepte rjeSavajuci zahtjevnije zadatke , uz raspravu o tim zadacima.

Projekt se temeljio na pretpostavei da svi ucenici mogu rjeSavati teze matematicke
zadatke ako imaju kvalitetne upute i uvjete za rad. Smatralo se da niski uspjeh u matematici
kod siromasnijih ucenika nije zbog njihovih nedovoljnih kompetencija, ve¢ zbog obrazovne
prakse koja nije dovoljno kvalitetna.

Prema Wei- Min Hsu (2000), Stein, Smith, Henningsen i Silver su 2000. godine
klasificirali zadatke na Cetiri razine: memoriranje, postupci bez povezanosti, postupci s
povezanosti te rjeSavanje matematike. Prve dvije razine ove podjele traze samo pamcenje,
odnosno, primjenu pravila koja vrijede kako bi to¢no rijeSili zadano. Razumijevanje
koncepata nije trazeno u ove dvije razine. Za druge dvije razine potrebna je veca kognitivna
sposobnost, kao i poznavanje koncepata i ideja. Za zadatke iz ove faze potrebno je precizno
odrediti koju strategiju koristiti pri rjeSavanju te se ucenici trebaju koristiti indukcijom,
dedukcijom i dokazivanjem.

QUASAR istrazivanje je pokazalo da su problemski zadaci, oni koji zahtijevaju logic¢ko
razmisSljanje, najtezi za rjeSavanje, da ucestalim rjeSavanjem problemskih matematickih

zadataka ucenici dolaze do najvecih postignuca.
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33. TTML

TTML projekt (Task Types in Mathematics Learning) u prijevodu na hrvatski jezik znaci
Tipovi zadataka i matematicko ucenje. Doug Clarke, Peter Sullivan i Barbara Clarke su u
suradnji s uciteljima radili na ovom istrazivanju. Istrazivali su najbolje nacine koriStenja
matematiCkih zadataka te kako tipovi odredenih zadataka doprinose uCenju. Istrazivanje je
trajalo tri godine.

U ovom istrazivanju, zadaci su podijeljeni na tri tipa zadataka, a autori su radili tako da je
svakome od njih dodijeljen jedan od ta tri tipa i jedna $kola za koju su bili zaduzeni.

Prvi tip zadatka ,,Models* je klasi¢ni zadatak u kojemu ucitelji koriste ve¢ odabrani
model, daju neki primjer ili objasne zadatak. Matematika je pojednostavljena u ovom tipu
zadatka. Ucitelji koji su koristili ovaj tip, istiCu pozitivno za ovaj tip zadatka, kao §to je da ti
zadaci dopustaju izravno poucavanje te ucenicima pruzaju moguénost usavrsavanja osnovnih
matematickih vjestina. Negativno bi bilo to §to bi ovakvi zadaci uc¢enicima vrlo brzo dosadili.
Primjer za prvi tip zadatka: Izracunaj koliko je 5+6+3-1.

Drugi tip zadatka ,,Contextual® stavlja matematicki problem u kontekst stvarnosti, to
jest u kontekst stvarnoga svijeta. Predstavlja matematiku kao dio svakodnevnice i stalne
potrebe. Uc¢itelji koji su koristili ovaj tip, primjecuju kako je ucenicima bilo jako zanimljivo
rjeSavanje 1 pronalazenje rjeSenja za ovakve zadatke te bi dobivali razne ideje koje bi im
pomogle do¢i do rjeSenja. S druge strane, ucenicima je trebalo puno duze za rijesiti zadatke
ovog tipa te im je bilo teSko zapoceti s rjeSavanjem.

Primjer za drugi tip zadatka: Klara je iSla u du¢an kupiti torbu. Torba koja joj se svidjela kosta
152 kuna, a Klari su nedostajale 42 kune za kupiti torbu. Koliko kuna ima Klara?

U tredi tip zadataka ,,Open-ended* spadaju problemski zadaci otvorenog tipa. Ucitelji
su istaknuli nove strategije 1 razmjenu novih ideja o zadatku medu ucenicima kao pozitivnu
stranu, a kao negativnu stranu istaknuli su koli¢inu vremena koji ovi zadaci oduzimaju pri
rjeSavanju, a Skolski sat matematike je ogranicen.

Primjer za tre¢i tip zadatka: Ivana je dobila dvije majice i doje hlace. Majice su joj u crvenoj i
bijeloj boji, a hlace u plavoj 1 crnoj boji. Koliko kombinacija Ivana moZe obu¢i od nove

odjece?
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Nakon podjele zadataka prema prethodna tri projekta (Word problems, QUASAR,
TTML) dolazi se do zakljucka kako se dolazi do vrlo razlicitih problema i kocnica za djecu
pri rjeSavanju razlicitih tipova zadataka. Vazno je da ucenici shvate da ¢e poboljsati svoje
vjestine rjeSavanja takvih zadataka vjezbanjem 1 ne odustajanjem kada odmah ne vide
rjesenje. Sama spoznaja 1 zadovoljstvo koje se osjeti kada se rijesi neki malo tezi zadatak je
poticaj djeci da se i dalje zanimaju za takve zadatke i osmisljaju vlastite strategije i metode za
svaki zadatak pojedina¢no. To je i1 jedna od pozitivnih stvari problemskih zadataka, ne moze
dosaditi, ve¢ se isti zadatak najCes¢e da rijeSiti na nekoliko nacina. Kako se matematika
neprestano razvija, tako se razvija i metodika rjesavanja zadataka. Tijekom vremena razvijale

su se razne teze i teorije, kao 0 matematici, tako i o problemskim zadacima.
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4. PROBLEMSKI MATEMATICKI ZADACI KROZ POVIJEST
MATEMATIKE

Prate¢i povijest nastave matematike, nailazi se na razliite teorije ucenja i poucavanja.
Pogledi na pristupe matematici oduvijek su se razlikovali od vremena do vremena, od Covjeka
do Covjeka. Tijekom vremena razvile su se mnoge teorije o uenju matematike. Neke su se
zasnivale na uc¢enju kao misaonom procesu, neke na ponaSanju ucitelja kao vaznog ¢imbenika
u usvajanju matematike, a neke na viSe vanjskih faktora koji utjeu na ucenje.

Jedna od poznatijih teorija ucenja je asocijacionisticka teorija koju je razvio Edward
Thorndike. Prema Rivera (1996), Thorndike je smatrao da je matematika skup navika
ponasanja i da je sve u matematici povezano s navikom. On smatra da za osnazenje misaonih
kompetencija treba uvjezbavati algoritme 1 postupke. Novo gradivo postaje navika koja je
povezana uz ranije naucenu naviku. Prema Rivera (1996), Thorndike je odredio tri zakona
ucenja. Prvi zakon, zakon ponavljanja drzi da je navike potrebno ponavljati kako bi se
sacuvale. Drugi zakon , zakon efekta istiCe da su navike koje su povezane sa zadovoljstvom
jace nego li one povezane s boli. Treé¢i zakon, zakon brzine govori da ukoliko je prisutna veca
brzina stvaranja veza izmedu stvari, 1 zadovoljstvo je vece. Dakle, asocijacionisti stavljaju
naglasak na uvjeZbavanju postupka rjeSavanja zadataka, ukoliko u¢enik nauci jedan po jedan
korak procedure za rijeSiti zadatak, naucit ¢e 1 matematiku. Na temelju toga su Bisanz 1 Dunn
proveli istrazivanje (prema Vizek- Vidovi¢ 1 sur.2014). ,,Autori su ispitanicima zadavali
nizove zadataka u kojima je trebalo pribrojiti i oduzeti isti broj (npr. 5+2-2). Sestogodisnjaci i
odrasli ispitanici nisu pri ovakvim zadacima racunali zbroj i razliku, ve¢ su izravno davali
rjeSenja. No devetogodiSnjaci su sve racunali vjerujuci da u Skoli moraju uvijek racunati. Oni
su izracunali sve trazene operacije (5+2=7, 7-2=5) Kod njih je nauceno izvodenje postupka
imalo prednost pred razumijevanjem jednog od temeljnih nacela — nacela reverzibilnosti®‘.

1957.godine supruznici Dina i Pierre su razvili Van Hielov model te ga objavili u
Nizozemskoj iste godine. Oni su uocili teSkoce s kojima se ucenici susrecu pri rjeSavanju
geometrijskih zadataka , a posebno kod izvedbe formule u tim zadacima. Prema Baranovic i
Cindri¢ (2015), teorija Van Hielea hijerarhijski strukturira karakteristike procesa misljenja
kroz pet razina. Svaku razinu naziva prema najvaznijoj karakteristici: vizualizacija, analiza,
neformalna dedukcija, formalna dedukcija i strogost. Prema Van Hielovoj teoriji, ucenici bi
trebali rijesiti Sto viSe zadataka sa nizih razina mis$ljenja kako bi $to bolje razvili misljenje na
viSim razinama. Kako bi ucenik presao iz jedne u drugu razinu, vazno je prethodnu dobro
shvatiti i znati primjeniti.
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Za to vrijeme, 1950-ih godina u SAD-u je pokrenuta reforma obrazovanja zvana ,,New
Math* koja je nastala nakon Sto je USSR poslala ,,Sputnik™ u orbitu i tako se postavila kao
najjaca sila u to vrijeme. Amerikanci su se osjecali kao da zaostaju i da sada oni trebaju
uciniti nesto veliko kao i USSR. Pocelo se razmiSljati o obrazovanju, kako potaknuti napredak
obrazovanja i promijeniti kurikulum potaknuto time Sto kurikulum nije bio promijenjen preko
300 godina i kao rezultat toga 1960-ih i 1970-ih godina usvojen je novi kurikulum.
Matematika se oduvijek ucila vjezbanjem i ponavljanjem sve dok se ne bi stekle zeljene
vjestine koje su se mogle nadogradivati. ,,Predstavnici ,,New Math* pokreta su zeljeli da djeca
uz osnovne matematicke koncepte odmah uce i1 koncepte viSeg stupnja kako bi ih mogli
povezati sa stvarnim rjeSavanjem problema. Na primjer, ucenike su uz ucenje tablice
mnozenja poucavali kako pronaéi koja je vrijednost nepoznanice ,x“, ucili su ih
komutativnhom zakonu, bez da su prosli osnove aritmetike.“ (Harris,2018) Tradicionalno
ucenje matematike bazira se na dekadski brojevni sustav, a predstavnici ,,New Math* pristupa
su pokazali ucenicima da postoje i druge baze Sto je bilo jako zbunjujuée za ucenike i
roditelje. Ucenici su ucili zbrajati i mnoziti brojeve gledano po redoslijedu. Sredinom 1970-ih
obrazovni stru¢njaci su priznali da je ,,New Math*“ bio neuspjeSan projekt te su koncept
matematickog kurikuluma vratili na onakvog kakav je bio prije.

Jedna od teorija koja je pridonijela ucenju matematike je konstruktivizam. Prema toj
teoriji, na znanje se gleda kao na rezultat aktivnog primanja informacija te da se informacije
lakSe primaju ako se odvija kroz socijalnu interakciju. ,,Svako ucenje, pa tako i ucenje
matematike 1 prirodnih znanosti, odvija se kroz socijalnu interakciju tj. ucenik ¢e biti potaknut
reakcijama drugih u€enika* (Vizek-Vidovi¢ 1 sur. 2014) Konstruktivisti su misljenja da bi se
ucenici trebali na¢i u primjerima bogatoj okolini sloZenim situacijama 1 da ¢e ih takve
situacije potaknuti na kreatvnije rjeSavanje problema. Prema Vizek- Vidovi¢ (2014.) ucitel;
treba ispuniti radni prostor za svoje ucenike tijekom nastave matematike koriStenjem raznih
materijala poput kockica koje se mogu nadograditi jedna na drugu, Stapica, sjemenki itd. Sto
¢e potaknuti ucenike da razmisljaju s razumijevanjem. Prema Piagetu (prema Rivera 1996.)
dijete treba aktivno razumjeti problem, kako bi ga moglo spontano istraZziti i do¢i do spoznaje,
dakle, otkrivanje novog zakljucka se ne smije djetetu odmah re¢i nego ga dijete samo treba
pronadi i otkriti. Takoder Piaget tvrdi da ukoliko ucenik stekne znanje tako Sto ga je samo
istrazilo, to znanje ¢e onda mo¢i 1 zadrzati. Ove tvrdnje vrijede 1 za problemske zadatke koje
djeca trebaju spontano istraziti kako bi dosla do rjeSenja. Sam taj put otkrivanja otvara
razlicite naCine razmisljanja kod djece te kada sami dodu do spoznaje, osjecaju se uspjesno i

dobro jer su uspjeli rijesiti problem.

21



Kao ,,nadopuna* konstruktivizmu, nizozemski matematicar Hans Freudenthal ustanovio je
pristup obrazovanju kojeg je nazvao Realisticno matematicko obrazovanje (RMO). Taj
pristup zauzima stav o matematici kao ,ljudskoj aktivnosti“ koja treba biti povezana sa
stvarnim svijetom te se tako pribliziti djeci. Prema Van den Heuvel-Panhuizen i Drijvers
(2014),matematicar Treffers je predstavio Sest principa ovog pristupa koji su se kasnije bili
izmjenjivali, ¢ak i sami Treffers ih je prilagodio- princip aktivnosti, princip realnosti, princip
razine, princip medusobne povezanosti, princip interakcije te princip vodenja. Voden
konstruktivistickom teorijom, Freudenthal je ovim principima Zelio viSe povezati
matematicke probleme sa stvarnim svijetom, da ucenici aktivno sudjeluju u procesu ucenja,
da se matemaicki sadrzaji poput na primjer brojeva i geometrije ne smiju izolirati, vec
integrirati, zelio je potaknuti rasprave u razredu kao glavne pokretate razmisljanja i
osmisljavanja razliitih nacina rjeSavanja problema. Freudenthal je stavio naglasak i na
ucitelja, kao glavnog pokretaca ucenja, da ne smije biti pasivan, ve¢ se truditi $to viSe moze
da djeci priblizi matematiku na otvoren nacin.

Cilj matematike nije samo usvajanje gradiva takvo da djeca uce formule i metode
rjeSavanja zadataka napamet, ve¢ je vazno kako ¢e do¢i do toga. ,,Suvremena nastava
matematike postavlja i zahtijeva rjeSavanje dvaju vaznih problema: problem razvoja
stvaralackog miSljenja 1 stvaralackih sposobnosti te problem odgovaraju¢eg osposobljavanja
nastavnika matematike. (Kurnik 2009) Upravo su problemski zadaci odlican korak za
razvitak stvaralatkog misljenja. Kod tradicionalne nastave matematike, najceS¢e ucitelji djeci
predstave naline rjeSavanja zadataka, pokazu im formule koje trebaju nauciti i njihovu
primjenu te je na djeci da to izvjezbaju. Prema Cindri¢ (2019), kod suvremene nastave
matematike, djeca sama uocavaju pravila te po tim pravilima konstruiraju znanja. Tako ¢e
ucenici rjeSavanjem problemskih zadataka do¢i do ucenja rezultata racunskih radnji, $to je u
tradicionalnoj matematici obrnuto.

Ucitelji su ti uz ¢iju pomo¢ se djeca upoznaju sa matematikom. Kada ucenici krenu s
ucenjem matematike u nizim razredima osnovne Skole, ucitelji ih igrama uvode u nastavu
matematike. Od prepoznavanja crta, brojeva, kroz igru uce matemati¢ke osnove. Ne usvoji
svaka generacija jednako odredenu temu, a za svaku temu ima i tezih i1 lakSih zadataka.
Kompetencije i vjestine uc¢enika odreduju tezinu zadataka, a uciteljev zadatak je to uvidjeti 1

prilagoditi djeci.
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5. PROBLEMSKI MATEMATICKI ZADACI U NASTAVI
MATEMATIKE NIZIH RAZREDA

Jako je vazan pristup kojim ucitelji, kao prve osobe koje upoznaju djecu s matematikom,
prenose matemati¢ko znanje djeci. Cesto se matematika smatra teskim i dosadnim predmetom
samo zato $to nije omiljeni odredenim uciteljima. Tada i ucenici stvaraju averziju prema
matematici te ju oznace kao tesku 1 odustanu od toga da ju uopce pokusaju shvatiti. Zbog toga
je vrlo bitno da buduci ucitelji stvore pozitivnu sliku o matematici te ju grade i nadograduju
kada krenu raditi u Skoli. Matematika nije suhoparan predmet u kojem se stalno uci isto ve¢
njena car i je u tome $to se ono ve¢ nau¢eno nadograduje novim gradivom i tako se stvara
matemati¢ko znanje. Problemska matematika je zahtjevna te za njenu primjenu treba utroSiti
viSe vremena. Ucitelji trebaju pronac¢i nain kako pojednostaviti svaki zadatak da bude na
djetetovoj razini. Cesto je uéiteljima izazov prilagoditi se razini djeteta i na njima jednostavan
nacin im prikazati zadatak.

Uciteljima bi najlakSe bilo rijesSiti zadatak tipa ,,Ante je kupio dvije jabuke i tri kruske te
potrosio 13 kuna. Ako jedna jabuka kosta za jednu kunu manje nego jedna kruska, koliko
kosSta jedna kruska, a koliko kosta jedna jabuka?“ pomocu jednadzbe, medutim jednadzba
nije prikladna za djecu nizih razreda osnovne Skole te to nije adekvatan nacin za rjeSavanje
ovog zadatka za tu skupinu ucenika. Ucitelj tada izlazi iz okvira svog znanja te se vraca na
okvir djetea. On mu treba pomocu slikovitog izraza, crteZza, jednostavnog grafa, skice,
pomocu Stapic¢a, kamencica ili bilo kakvih drugih pomagala predociti taj zadatak. Kada se
gledaju standardni zadaci 1 metode rjeSavanja istih, postupak je najeSce unaprijed poznat,
uvjeti 1 cilj su jasno odredeni. Na drugu stranu, kod problemskih zadataka opisana je situacija
koja ima dvije ili viSe nepoznate sastavnice te ne postoji unaprijed odredena metoda
rjeSavanja. Ucenici se trebaju dobro skoncentrirati, treba biti prisutna kreativnost i masta, kao
1 dosjetljivost 1 strpljivost. Ucenici ¢e razviti samopouzdanje za rjeSavanje novih ,,problema*
ukoliko samostalno dodu do rjeSenja nepoznatog zadatka.

,»Rjesavajudi raznovrsne standardne i nestandardne zadatke u€enici ovladavaju sve ve¢im
znanjem 1 stjeCu sve bolje iskustvo u toj djelatnosti. Medutim, sposobnost rjesavanja
problemskih zadataka razvija se uspjeSnije 1 brze ako oni to ne postizu samo rjeSavanjem
velikog broja zadataka, ve¢ upoznavanjem i usvajanjem razli¢itih metoda rjeSavanja
zadataka.* (Kurnik, 2000.)

Francuski matematic¢ar Rene Descartes (prema Kurnik,1999) je tragao za univerzalnom

metodom rjeSavanja problema i uvidio je da nekakva univerzalna metoda nije moguca.
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Medutim, osmislio je shemu koja nije u potpunosti dovrSena, a prema Kurnik (1999) zvuci
ovako:

1. Zadaca bilo kakve vrste se svodi na matemati¢ku zadacu

2. Matematicka zadaca bilo kakve vrste se svodi na algebarsku zadacu

3. Algebarska zadaca bilo kakve vrste se svodi na rjeSavanje jedinstvene jednadzbe

Descartes je shvatio da ovakva shema ne moze biti univerzalna i koristiti se za ba$ svaki
matematicki zadatak pa je zato najvjerojatnije to ostalo nedovrSeno.

Za razliku od Descartesa koji je Zelio pronaci univerzalnu metodu rjeSavanja zadataka,
njegov madarski kolega Georg Polya je dao model po kojem bi se mogli rjeSavati problemski
zadaci. Polya, koji se u mladosti nije zanimao za matematiku, a prosao je i nekoliko razli¢itih
studija, poput prava, knjizevnosti, latinskog jezika, madarskog jezika te filozofije, na nagovor
profesora filozofije, upisuje tecaj matematike i fizike te se ,,pronalazi“ u matematici i odlucuje
nastaviti u tom smjeru. Problemski zadaci su ga zaintrigirali kada se susreo sa jednim svojim
ucenikom koji nikako nije mogao rijeSiti neke zadatke problemskog tipa, pa je Polya
pronalazio metode rjeSavanja problema koje bi mu mogle pomo¢i. Zakljucio je da nije
urodena vjestina za rjeSavanje problema, ve¢ da se to moze nauciti. Sukladno tome, osmislio
je Cetiri koraka za pomo¢ ucenicima u rjeSavanju problema.

1. Razumijevanje zadatka- Polyin prvi korak je da ucenik treba shvatiti tekst zadatka.

Nema smisla da u€enik krene rjeSavati neSto Sto ne razumije. Iz zadatka treba prouciti
Sto ima zadano, §to mu je nepoznato 1 §to se trazi. Ukoliko to zadatak dopusta, ucenik
moze 1 skicirati zadatak te si tako vizualno preociti poznato i nepoznato. Kako bi
ucitelj bio siguran da ucenik shvaca zadatak, moze pitati ucenika da zadatak ponovi
svojim rije¢ima, to jest da ga preprica.

2. Stvaranje plana- Drugi korak za rjeSavanje problema ukljucuje nekoliko strategija koje
mogu biti od pomo¢i. Ucitel] moze pomoc¢i ucenicima do¢i do ideje za rjeSavanje
zadataka pitanjima poput je li se ucCenik ranije susreo sa slicnim zadatkom, je li
iskoristio sve S§to je zadano, moze li drugacije izraziti zadatak itd..Neke od strategija
koje se mogu koristiti su da ucenik nacrta zadatak, da rijesi jednadzbu, pronade
formulu, napravi simulaciju, nacrta dijagram itd.

3. IzvrSavanje plana- Vazno je poticati ucenike da dodu do ideje za plan svojim vlastitim
naporima jer ¢e im tako biti lakSe izvrSiti ga. Kada sami osmisle plan, oni ve¢ u svojoj
glavi imaju potencijalno rjesenje, to jest, provode zamisljene korake kako bi dosli do

rjeSenja. Nakon dobro osmisljenog plana, izvrSavanje istoga bi trebalo biti lako.
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4, Osvrt- ,,Osvrtom na gotovo rjeSenje, ponovnim razmatranjem i preispitivanjem
rezultata i puta koji je do njega doveo, ucenici bi mogli ucvrstiti svoje znanje i
povecati svoje sposobnosti u rjeSavanju zadataka. (Polya, 1966) Promisliti o to¢nosti
rjeSenja, o tezini nacina rjeSavanja te o samom postupku olakSava ucenicima u

shvacanju vise takvih tipova zadataka te lakSem rjeSavanju zadataka koji ih ¢ekaju.

Navedeni koraci nisu univerzalni niti za svaki zadatak primjenjivi, oni mogu pomoc¢i u opéem
oblikovanju. U¢itelji ih mogu dati djeci kao formu koja nije neophodna, ve¢ jedan od mnogo
nacina koja trebaju usvojit i znati primijeniti. Ovi koraci mogu biti korisni i kao smjernice
ucenicima za razvoj svojih matematickih sposobnosti.

Za usavrsavanje problemskih zadataka, vazno je da djeca kroz svoje obrazovanje
produ kroz $to vise razligitih vrsta istih. Cesto se ucitelji oslanjaju na samo nekoliko primjera
pa su im ti primjeri stalni i njima mijenjaju samo neke sastavnice. Problemski zadaci izvrstan
su primjer zadataka za ¢ije rjeSavanje se mogu koristiti razni pomoé¢ni materijali poput
Stapi¢a, kockica, papiri¢a... ,Istrazivanja pokazuju da su djeca uspjeSnija ukoliko pri
rjeSavanju zadataka crtaju, rabe $tapice ili kockice. (Vlahovié-Steti¢, Vizek Vidovié ,1998)
Kada djeca imaju pomoc¢ne materijale u rukama, lakSe im je vizualizirati zadatak te ga je tako
lakSe 1 rijesiti. Ne samo djeca, i u€iteljima je zanimljivo poucavati na takav nacin. Oni nastavu
mogu udiniti takvom da pomocu,na primjer, kockica ili §tapica nauce djecu novom gradivu i
to ucine na djeci zanimljiv i zabavan nacin.

Jedan od didakticki korisnih materijala za nastavu matematike su i Cuisenaire Stapici.
Takvih Stapica postoji deset te svaki simbolizira jedan broj od jedan do deset. Svaki Stapic je
razli¢ite boje 1 veli¢ine. Uzmimo za primjer zadatak Matija ima Sest kuna, a njegov prijatelj
ima 3 kune vise, koliko kuna imaju zajedno?. Ukoliko ima Cuisenaire Stapice, ucenik se moze
potpomoc¢i njima za rijesiti zadatak. Moze uzeti Stapi¢ koji oznacava broj Sest 1 uzeti Stapic
koji oznacava broj tri te ih postaviti jedan iznad drugoga. Zatim ucenik treba pronaci Stapic
koji veli¢inom odgovara tim dvama spojenim Stapi¢ima i u konacnici u€enik dode do Stapica
koji oznacava broj devet.

Ovaj zadatak se moze rijesiti 1 metodom grafiCkog prikaza, to jest, uenik ¢e nacrtati Matiju
kako drzi Sest kuna uz prijatelja koji drzi tri kune. U prvom 1 drugom razredu, ova metoda je
najucestalija jer su tada djeci slikovnice i knjige koje sadrZe slike vrlo bliske te se najcesce S
time susrecu.

Postoje razlicite strategije koje se mogu primjenjivati pri rjeSavanju problemskih zadataka,

kod nekih se zadataka ¢ak moze i kombinirati vise njih. Neke su strategije ucestalije od drugih
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i ne koriste sva djeca za isti zadatak iste strategije. Dobro je da, kod koriStenja razli¢itih
strategija, djeca razmijene medusobno strategije koje su koristili zato Sto ¢e tako druga djec
dobiti uvid u neki novi na¢in, novu metodu. Na primjer zadatak Matija je imao Sest kuna i dao
je nekoliko kuna prijatelju i sada Matija ima cetiri kune. Koliko kuna je Matija dao
prijatelju? se moze prikazati na nekoliko nacina: jedno dijete moZe nacrtati Sest kovanica i
prekriziti Cetiri pa prebrojiti prekrizeno, drugo dijete moze nacrtati Cetiri kovanice te
nadodavati kovanice dok ne dode do nacrtanh Sest, trece dijete moze nacrtati Sest kovanica i u
redu ispod toga cCetiri kovanice pa ¢e vidjeti koliko kovanica nedostaje kako bi oba reda bila
jednako ispunjena... UCcitelj treba dati slobodu u€enicima da sami otkriju kako ¢e rijesiti
zadatak i kasnije im predstaviti jo§ neke nacine rjeSavanja uz raspravu takvu da svako dijete
opise svoj nacin. Problemski zadaci koje zadaju bi trebali biti povezani sa stvarnim zivotom i
situacijama u kojima se dijete moze naci jer ¢e se tako lakSe poistovijetiti sa zadatkom i u¢i u
stz problema. Uciteljev zadatak je znati modelirati nastavu problemske matematike kako bi
ucenici razvili potrebne kompetencije, vjeStine i sposobnosti koje su im potrebne za
snalazenje u svakodnevnom Zzivotu pri suocavanju sa ne¢im novim i nepoznatim. RjeSavanjem
problemskih zadataka razvijaju se procesne vjeStine, a ucenici s vremenom dobivaju
»sigurnost® u nepredviden ishod, znaju se snac¢i kada dobiju pred sebe nesto nepoznato te
polako 1 smireno kre¢u u rjeSavanje problema. Kako bi se utvrdilo ste¢eno znanje, Cesto se
organiziraju razna Skolska, Zupanijska i drZavna natjecanja kojima je u cilju ne samo dobiti
uvid u matemati¢ko znanje odredene generacije, ve¢ i1 pribliZiti matematiku ucenicima na
zabavan i izazovan nacin. Provedena su i razna medunarodna istraZzivanja, ukljuc¢uju¢i TIMSS
1 PISA istrazivanja koja imaju u cilju istraziti metode koje odredene drzave koriste pri

rjeSavanju, izmedu ostaloga, 1 zadataka problemskog tipa.
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6. PROBLEMSKI ZADACI U OKVIRU VANJSKIH VREDNOVANJA

Obje drzave ¢iji studenti sudjeluju u ovom istrazivanju su bili 1 sudionici PISA i TIMSS
istrazivanja koja se u velikoj mjeri sastoje od problemskih zadataka. Kao uvod usporedbi
rezultata za ovo istraZivanje, prikazat ¢e se usporedbe do sada obavljenih PISA i TIMSS
istrazivanja, ali prije svega, ukratko o istrazivanjima.

Kako bi se mogle utvrditi vjeStine i znanja koja su ucenici stekli u obrazovanju,
organiziraju se razni narodni i medunarodni ispiti. To je jako vazno jer se tako moze utvrditi
valjanost i uspjesnost koriStenih metoda i na¢ina ucenja/ poucavanja. Republika Hrvatska i
Ceska Republika sudjeluju u mnogim istraZivanjima vezanih za nastavu matematike, a ovdje
¢e biti predstavljeni PISA 1 TIMSS istrazivanja. Zadaci koje ucini dobiju u okviru tih
istrazivanja nisu obi¢ni klasiéni zadaci koje inace rjeSavaju tokom redovne nastave

matematike, ve¢ su to otvoreniji zadaci problemskog tipa.

6.1. TIMSS

TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) je medunarodno
istrazivanje €iji je pun naziv preveden na hrvatski ,,Medunarodno istraZivanje trendova u
znanju matematike 1 prirodoslovlja). Medunarodna organizacija za vrednovanje obrazovnih
postignu¢a ,,JEA* provodi ovo istrazivanje. Prvo istrazivanje proveli su 1995.godine i od
tada ga provedu svake Cetiri godine.

U istraZivanju sujeluju Cetvrti 1 osmi razredi osnovnih Skola te Cetvrti razredi srednje
Skole. TIMSS ispiti se baziraju na tri sadrzajne domene: gemoetrijski oblici, brojevi 1 prikaz
podataka), kao 1 tri kognitivne domene: ¢injeni¢no znanje, primjena znanja i zakljucivanje.
(TIMSS, 2015) Ravnatelji, ucitelji i profesori i roditelji takoder rjeSavaju upitnike kako bi se
uvidjeli uvjeti u kojima ucenik radi. I Republika Hrvatska i Ceska Republika sudjeluju u
TIMSS istaZivanjima.

Republika Hrvatska je u TIMSS istrazivanju 2011. i 2015.godine sudjelovala samo u

Cetvrtim razredima osnovne $kole, pa ¢e se usporediti samo ti razredi sa Cetvrtim razredima

Ceske Republike.
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Exhibit 1.1: Distribution of Mathematics Achievement LELMWVESS ZOLL
Mathematics EEER

Country el Mathematics Achieverment Distribution
2 Sirsgapcere 606 (3 .2) o — -—
Korea, Rep. of 605 [1.5) L] —
> Hong Kong SAR 602 (3.4) o m—
Chinese Tapei 591 (2.00 o — - —
Japan 585 (1.7) =3 -
1 Marthern Ireland 562 (2.9) [-3 f—
Belgium (Flemish) 549 [1.5) o -
Finland 545 (2.3) o -
England 542 (3.5) -3 —
Riuzssian Federation 543 (3.7} o — - —
Z United States 541 (1.8) L= T — -
+ Metherlands 540 (1.7} o =
2 Drerarark 537 (2.6 o —_— - —
" 2 Lithuania 534 (2.4) o -
Portugal 532 (3.4) =3 —_— —
e 528 (23] o — - [
Ireland 527 (2.6 o —
Serbia 516 (3.0} o — —
Australia 516 (2.9) o —— -— —
Hungary 515 (3.4) o — -
Slovenia 513 (2.2) = — —
Czech Republic 511 (2.4) o — - —
Austria 508 (2 6) o — — —
4 508 [2.6) = e — —
Slovak Republic 507 (3.8 ———— — —
Swaden 504 (2.0) — - —_—
z Kazakhstan 501 (4.5) e —— —
TIMSS Scale Centerpaint SO0
Palta 496 (1.3) = — - —
* Morway 495 (2.8) — =
z Croatia 490 [1.5) - — -
Mew Zealand 486 (2.6) £ — - —
Spain 482 (2.5) = —
Romania 482 (5.8) £ —
Poland 481 (2.7 = — - —
Turkey 469 (4.7) - —
2 Arerbaijan 463 (5.8) - O — —
Chile 462 [2.3) . —— - —
Thailand 458 (4 E) = —
Arnmenia 452 (3.5) - — —
1 Georgia 450 (3 7) = ————— — —
Bahrain 436 (3.3) o —
United Arab Emirates 434 (2.0) = -
Iran, Islamic Rep. of 431 (3.5) - —
z Qatar 413 (3.5) = —

Slika 2.- rezultati TIMSS israzivanja iz 2011.godine, preuzeto 30.7.2020.

2011.godine Hrvatska se nasla ispod medunarodno postavljenog prosjeka od 500
bodova i imala je 490 bodova S$to joj je osiguralo 30. mjesto od ukupno njih 50 na tablici.

Ceska Republika bila je iznad prosjeka osvojivsi prosjeéno 511 bodova i nasla se na 22.

mijestu.
=
:
Scale Score g
? Singapore 618 (38) © —_— - — v
t Hong Kong SAR 61529 © — e e — E
Korea, Rep. of 608(22) © — - R g
Chinese Taipei 597(19) © —— - —_— H
Japan 593(20) © s - — 4
* Northern Ireland 57029 © —_— - [— -
Russian Federation 564 (34) © e - — =
Norway (5) 54925) © B - —_— é
Ireland 547{(21) © —— - P =
England 546 (28) © e - —— —g
T Belgium (Flemish) 546 (21) © —_— - —— 2
Kazakhstan s#4(a5) © e — — £
2 portugal 541(22) © —— - ——— H
21 United States 53923 © —_— - — z
2t Denmark 539(27) © —_— . - —_— E
? Lithuania 53525 © — - —— E
Finland 53520 © —e - —_— &
Poland 53521 © — - ———— §
T Netherlands 530(1.7) © - 2
Hungary 529(32) © —— - —
Czech Republic 528(22) © —_— - m—
Bulgaria 524(53) © —_— f— —
Cyprus 523(27) © —_—— - —
Germany 52(20 © —_— - —
Slovenia 520(19 © — - —_—
2 Sweden 51928 © — - —
? Serbia 518(35) © —_— — —
Australia 517317 © —_— - ——
121t Canada 511(23) © —_— - —_—
2 Italy %07 26) © — - —
2 Spain S05(25) © com— - —
Croatia 502 (1.8) — - —

TIMSS Scale Centerpoint

Slovak Republic 498 ——— e - D ——
New Zealand 491 (2.3) > —_— - [P
France 48829 @ —— - e
Turkey 483 (3.1) L3 —— - re————
! Georgia 463 (3.6) ™ —_— — —_—
Chile 45924) ® e - —
United Arab Emirates 524 @ -
2 Raheain 451 NN AY - -

Slika 3.- rezultati TIMSS israzivanja iz 2015.godine, preuzeto 30.7.2020.
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2015. godine od ukupno pedeset zemalja koje su sudjelovale, Hrvatska se nasla na 33.
mjestu, dok su Cesi bili na 21. mjestu, dakle 12 mjesta ispred nas. Uenici Republike
Hrvatske u prosjeku su postigli 502 boda na ispitu, a u¢enici Ceske Republike su u prosjeku

postigli 528 bodova. Ovoga puta i Hrvatska se nasla iznad medunarodno odredenog prosjeka.

Usporedivsi rezultate iz 2011.godine i 2015.godine za obje zemlje, statisticki su znacajno
bolji oni iz 2015.godine. Obje zemlje su po rezultatima na boljem mjestu na ljestvici, a
ofekujemo da ¢e tako biti 1 sa rezultatima TIMSS israZivanja provedenog 2019.godine koji

tek trebaju do¢i.

6.2. PISA

PISA (Medunarodni program za procjenu znanja i vjestina ucenika) je jedno od najveéih
obrazovnih istrazivanja u svijetu. U njemu sudjeluju petnestogodisnjaci iz podrucija vise od
osamdeset zemalja cijelog svijeta te se istrazuje koje su kljuéne kompetencije stekli u
obavljenom obrazovanju i koliko su spremni za daljnje obrazovanje.

Glavni cilj kojima ima PISA istraZivanje je utvrditi koliko obrazovni sustavi zemalja koje
sudjeluju u istraZivanju, uspijevaju u osiguravanju ucenicima stjecanje kompetencija kao 1
zelje za daljnjim uc¢enjem. (PISA.NCVVO, 2018) Reprodukcija naucenih znanja nije cilj, veé
primjena usvojenih znanja i vjestina u novim i nepoznatim situacijama i okruzenjima u skoli,
ali i izvan nje. Kada se , nakon objavljenih rezultata PISA istrazivanja, identificiraju zemlje
koje su uspjesnije u praksi od drugih zemalja, njihove metode i obrazovne politike mogu
pomo¢i drugim zemljama u unaprjedenju obrazonog sustava koristeci slicne metode.

U PISA testovima, istrazuju se tri podrucja: Citalacka pismenost, matematika i
prirodoslovlje. Svake godine odabere se jedno od ta tri podrucja koje je ,,dominantnije* od
ostala dva pa se tako 1 pitanja ve¢inom odnose na tu odabranu temu (70 posto na dominantnu
temu, a 30 posto na druge dvije teme). (PISA.NCVVO, 2018)

Ucenici koji sudjeluju u istrazivanju trebali bi pokazati sposobnost koriStenja
svakodnevnog snalaZzenja u Zivotnim situacijama, kao 1 sposobnost analiziranja,
komuniciranja i razmisljanja na u¢inkovit nacin.

U PISA istrazivanju provedenom 2018.godine sudjelovale su i Republika Hrvatska i
Ceska Republika. U podru¢ju matematike prosje¢an rezultat je bio 489 bodova. Hrvatska je
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postigla 464 boda, dok je rezultat Ceske bio 499. Razlika je to od 35 bodova vise koje ima

Ceska Republika &iji je rezultat bio i iznad prosje¢nog rezultata svih drzava. Hrvatskim

kandidatima je trebalo jo§ 25 bodova da bi bili medu prosjekom

) ¢ Student performance in maths (mean score)
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Slika4.- Hrvatska i Ceska u PISA istrazivanju 2018.godine, preuzeto 30.10.2020.

30



7. SUSTAV MATEMATICKOG OBRAZOVANJA U REPUBLICI
HRVATSKOJ | CESKOJ REPUBLICI

Kako bi se Sto bolje razvio cilj ovog istrazivanja, potrebno je i zaviriti u sistem
obrazovanja Ceske Republike te ga usporediti sa sustavom u Republici Hrvatskoj. To ée
mozda pomo¢i da se lakSe shvate ishodi istraZivanja kod studenata iz Ceke. Obaveznim
dijelom obrazovanja djeteta u Ceskoj Republici smatra se predikola i osnovna $kola, kao i u
Republici Hrvatskoj. Srednja Skola, fakultet i viSa Skolovanja nisu obavezna. Za razliku od
Hrvatske, gdje osnovna $kola traje osam godina, u Ceskoj Republici osnovna $kola traje
godinu viSe te ju naj¢eS¢e pohadaju djeca u dobi od Sest do petnaest godina. Osnovno
obrazovanje nastavak je predSkolskog obrazovanja ili nastavak obrazovanja u obitelji.
Osnovno obrazovanje je jedina faza obrazovanja koju cijela populacija uc¢enika prolazi na
obveznoj osnovi. U Ceskoj Republici organizira se u dvije faze koje su medusobno povezane
sadrzajem i organizacijom, kao i didakticki.

Osnovno obrazovanje prve faze zamiSljeno je tako da olakSa prelazak ucdenika s
predskolskog obrazovanja i brige o obitelji na obvezne, redovne i sustavne obrasce
obrazovanja. Temelji se na ucenju, poStujuci i razvijajuci potrebe, vjestine 1 interese svakog
ucenika (ukljucujuci ucenike s posebnim obrazovnim potrebama). Zahvaljujuéi prakti¢noj
prirodi koja se temelji na aktivnostima, primjenom odgovaraju¢ih metoda, obrazovanje
motivira ucenike da nastave uciti, vodi ih u aktivnost u¢enja 1 pokazuje da je moguce traZiti,
otkriti, stvoriti i pronaci prikladne nacine rjeSavanja problema. U ovu fazu spadaju prvi, drugi,
treci, Cetvrti 1 peti razred. Kada bi se iSao sustav Hrvatskog obrazovanja usporediti sa prvom
fazom obrazovanja Ceske Republike, te razvrstati u dvije faze, reklo bi se da kod nas prvoj
fazi pripadaju prvi, drugi, treéi i Eetvrti razred osnovne $kole. U Ceskoj Republici prvih pet
godina obrazovanja djecu uci jedan ucitelj/ica svim predmetima, osim tjelesnog obrazovanja
te stranog jezika, dok u Republici Hrvatskoj prve Cetiri godine obrazovanja djecu uci jedan
ucitelj/ica svim predmetima, osim stranog jezika ili izbornog predmeta poput
vjeronauka/etike, te u cetvrtom razredu 1 glazbene kulture.

Osnovno obrazovanje druge faze Ceske Republike pomaZe u¢enicima da steknu znanje,
vjestine i navike koje ¢e im omogudéiti samostalno ucenje i stvaranje takvih vrijednosti i
stavova koji vode razboritom i kultiviranom ponasanju, odgovornom odlucivanju i postivanju
prava i obveza. Opseg 1 princip osnovnog obrazovanja druge faze grade na Sirokom razvoju

interesa ucenika, na potencijalu ucenika na viSoj razini i na medusobnoj povezanosti
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obrazovanja 1 Skolskog Zivota s jedne strane, i izvanskolskog zivota s druge strane. To
omogucava koriStenje prilicno zahtjevnih metoda rada, kao i nove izvore i metode ucenja,
kako bi se ucenicima dodijelili sveobuhvatni i dugoro¢ni zadaci ili projekti i povjerilo im
dosta odgovornosti u uc¢enju i organiziranju skolskog zivota. U ovu fazu spadaju Sesti, sedmi,
osmi i deveti razred te se vodi principom jedan predmet- jedan nastavnik. Kada bi se iSao
sustav Hrvatskog obrazovanja usporediti sa drugom fazom obrazovanja Ceske Republike te
razvrstati u dvije faze, reklo bi se da peti, Sesti, sedmi i osmi razred pripada toj fazi te takoder
vrijedi princip jedan predmet- jedan nastavnik.

Kroz svoje osnovnoskolsko obrazovanje, i Cesi i Hrvati ¢e ste¢i znanje u podruéjima
matematike, stranog jezika, informatike, povijesti, glazbene kulture, likovne kulture, tjelesne
kulture, zdravstvenog odgoja, fizike, kemije te prirodnih znanosti. U Ceskoj Republici
gradanski odgoj te Covjek i svijet rada su predmeti koji su takoder u kurikulumu. Spektar
predmeta se bas i ne razlikuje izmedu ove dvije drzave te se, barem po popisu predmeta,
znanje jednog osnovnoskolca iz Ceske Republike i Republike Hrvatske ne bi trebalo puno

razlikovati.

7.1. Matematika u nizem osnovnoskolskom obrazovnju Ceske Republike i

Republike Hrvatske

U osnovnom obrazovanju, obrazovno podru¢je matematika temelji se prije svega na
aktivnostima tipi¢nim za rad s matematickim pojmovima i za uporabu matematike u stvarnim
zivotnim situacijama. Pruza znanja i1 vjeStine potrebne za prakti¢ni Zivot 1 olakSava stjecanje
matematicke pismenosti. Jedan od ciljeva nastavnog predmeta matematike za Republiku
Hrvatsku je da ucenici mogu samostalno i u razli¢itim okruzenjima matematicki rasudivati
logickim, kreativnim 1 kritickim promiSljanjem 1 povezivanjem, argumentiranim raspravama,
zaklju€ivanjem, provjeravanjem pretpostavki i postupaka te dokazivanjem tvrdnji.* Ciljevi i
zadaci matematike u obje drzave su sli¢ni te se baziraju na uspjesnu primjenu matematike u
matematickom kontekstu 1 stvarnom Zivotu, na razvitak pozitivnog misljenja prema
matematici 1 vlastitim matematickim sposobnostima, na stjecanje matematickih kompetencija

0ViIsSNo o razini obrazovanja ucenika.

! https://narodne-novine.nn.hr/clanci/sluzbeni/2019 01 7 146.html preuzeto 30.10.2020.
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Ucenici nizim osnovnoskolskim obrazovanjem steci ¢e, izmedu ostalih, znanja vezana za
podrucja prirodnih brojeva kako bi modelirali situacije iz stvarnog zivota, brojanja, pisanja i
Citanja do tisucu, uce se Koristiti tablice, grafove, crtaju geometrijske figure, znat ce
identificirati,oznaciti i opisati osnovne dvodimenzionalne geometrijske likove te jednostavna
geometrijska tijela, usporedivati veli¢ine likova, odrediti duzine, odrediti opseg zadanog tijela
koristeci stranice, konstruirati paralelne i okomite crte, korititi osnovne jedinice povrsine.
Jako vazan dio je problemska matematika koja zahtjeva logicko razmisljanje. Uenici uce
rjesavati situacije i zadatke iz svakodnevnog Zivota, uce kako razumjeti i analizirati problem,
kako sortirati podatke i uvjete i kako skicirati situacije. Tezina rjeSavanja zadataka ovisi o
razini intelektualnog razvoja ucenika, ali i ovakvi zadaci pojacavaju sigurnost ucenika u svoje

vjestine logickog misljenja.
7.1.1. Hejny metoda rjeSavanja problemskih zadataka na Karlovom sveucilistu

Studenti Karlovog sveucilista u Pragu,a odjeljku za uditeljske studije, su jedini studenti
koji problemske zadatke uce po odredenoj metodi, tj shemama. Te sheme razvio je njihov
profesor, Vit Hejny koji je analizirao razlog koji stoji iza Cinjenice da njegovi uéeniCi nisu
pokusavali razumjeti probleme, nego bi radije zapamtili formule koje su pogodne samo za
tipicne probleme. PretraZio je nestandardne probleme koje je testirao u eksperimentima sa
ucenicima, ukljucujuéi i njegovog sina. Nazalost, politicke okolnosti nisu dopustile dalje
Sirenje tih zakljucaka.

1974., nakon spora s uciteljem matematike svog sina, Milan Hejny, matematicar, odlucio
je postati ucitelj vlastitog djeteta u Skoli. S malim timom kolega, pocinje doradivati oCeve
ideje te su opsezni tkest o tome objavili 1987. godine. Za razliku od tradicionalnog ucenja
matematike, koje je usredotoCeno na prakticiranje standardnih problema, nova metoda
usmjerena je na izgradnju mreze mentalnih matematickih shema. Ove sheme formira svaki
ucenik pojedinacno, tijekom postupka rjesavanja odgovarajué¢ih problema i razgovorom o
svojim rjeSenjima medusobno u razredu s drugim ucenicima.

U devedesetima se oko profesora Hejny-a formira tim na Pedagoskom fakultetu Karlova
sveuciliSta u Pragu, a metode pronalaze svoj put u sveuciliSnim nastavnickim programima za
ucitelje 1, zahvaljujuéi radionicama za osposobljavanje nastavnika, u stvarnim u¢ionicama. Na
inicijativu izdavacke kuce Fraus, tim piSe niz udzbenika matematike za osnovnu Skolu. M.
Hejny osnovao je tvrtku H-mat, 2013. godine radi sustavnoga razvijanja i Sirenja metode. U

2015. godini udzbenike je usvojilo 20% ceSkih Skola. Trenutno se stvaraju udzbenici za razinu
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nize srednje Skole. Postoje planovi za udzbenike visih srednjih Skola i za proSirenje trenutne
sheme podrske za ucitelje koji predaju metodom. Poznavanje metode potaknulo je i
istrazivanje mogucénosti provedbe metode u drugim Skolskim predmetima.

Hejny metoda temelji se na postivanju dvanaest klju¢nih nacela koje se kombiniraju u
povezani pristup koji djeci omogucuje otkrivanje matematike samostalno i s uzitkom.

Gradevinska shema najlakSe se da objasniti priCom. Ukoliko pitamo nekoga koliko
prozora ima u njegovoj ku¢i, ta osoba vjerojatno nec¢e odmah to znati napamet, medutim, ako
mu damo malo vremena da razmisli, do¢i ¢e do to¢nog rjesenja. U praksi se ovi formativni
trenuci unutarnje napetosti najcesce javljaju u razredu kao rezultat rasprave o razlici razli¢itih
misljenja ucenika.

Rad u okruzenju je vazan ¢imbenik za ucenje bilo kojeg gradiva. Kad djeca poznaju okoli$
1 u njemu se osjecaju ugodno, ne ometaju ih nepoznate stvari. Ucenici smatraju da su teme iz
okruZenja atraktivne. Obi¢no pokuSaj doZivljavaju kao igru, a ne kao ozbiljan posao. Ni ne
primjecuju koliko su pojedinacnih vjezbi rijesili tijekom eksperimentiranja. To se obi¢no ne
dogada pri izvodenju vjezbi iz tradicionalnih udzbenika matematike jer se sastoje od
problema sli¢nog tipa i pogodni su za trening pamcenja.

Medusobno povezane teme shema ne izolira matemati¢ke pojave i pojmove, ve¢ prihvaca
razliCite strategije za njihovo rjeSavanje. Ovu shemu opet opisuju preko koncepta kuce.
Ukoliko netko Zeli razraditi shemu kuce uce¢i o prozorima u rujnu, o kuhinji u listopadu, o
zahodima u studenom 1 o osvjetljenju u prosincu, u sijenju ¢e trebati sve ponoviti jer ¢e se
zaboraviti ono nauceno u rujnu. Ovom shemom, uc¢i se o ku¢i direktno iz akcije, putem
svakodnevnih aktivnosti koje su povezane te se tako moze podsjetiti o svakoj shemi bilo kada.

Razvoj karaktera je jedan od glavnih motiva profesora Hejnyja za stvaranje nove nastavne
metode, kao 1 zastita ucenika od manipuliranja tijekom njihovog Zivota.

Istinska motivacija-U Hejny metodi svi su matematicki problemi osmisljeni tako da djeca
"automatski" uZivaju u rjeSavanju problema. Prava vrsta motivacije je unutarnja vrsta, a ne
prisiljena vanjskim ¢imbenicima. Djeca pronalaze rjeSenja problema zahvaljujuéi vlastitom
trudu. Djeci ne oduzimamo radost zbog osobnog uspjeha. Zahvaljujuéi razrednom duhu koji
njegujemo, svaki ucenik dobiva aplauz, ¢ak i oni koji neki fenomen ili rjeSenje otkriju kasnije
od ostalih.

Iskustvo iz stvarnog Zivota- Gradi se na prirodnom, konkretnom iskustvu koje dijete moze
koristiti za stvaranje op¢ih zakljucaka. Na primjer, djeca "Sivaju haljinu" za kocku, automatski

uce koliko lica, vrhova i rubova kocka ima, kako izraunati njenu povrsinu. Racunske radnje
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djeca nece racunati nekom formulom, ve¢ ¢e izi¢i ispred ploce, poredati se te raCunati po
koracima.

Uzivanje u matematici- Razina slozenosti predstavljenih matemati¢kih problema
postavljena je tako da manje sposobni ucenici mogu iskusiti radost uspjeha. Ovim ucenicima
dodijeljeni su problemi Cija je razina tezine primjerena njihovim vjeStinama. Ovdje je
izuzetno vazna rije¢ prikladna: problem mora biti dovoljno jednostavan da ga ucenik rijesi, ali
dovoljno izazovan da se u€enik mora potruditi i da ¢e osjetiti radost kad ga je rijesio.

Osobno znanje- Ova shema krece pricom kad se od SestogodiSnjaka trazi da izgradi
kvadrat pomocu Sipki, oni pokupe prvu, drugu, trecu Sipku ... ovi jo$ uvijek nisu dovoljni, pa
uzimaju Cetvrtu Sipku i grade kvadrat. Tada odlucuju sagraditi veci trg. Pokupe vise Stapova i
grade vedi kvadrat, pocevsi shvacati da ¢e im, kad god Zele napraviti veci kvadrat, trebati
Cetiri dodatna Stapa. Oni su sada na putu da otkriju formulu za izracun opsega nekog kvadrata.
UdZbenici 1 radne biljeznice Hejny metode se razlikuju od klasi¢nih udzbenika. U dobi od 10
godina ucenici su pizzu izrezali na kriSke, izrezali papir i stavili razne komade u tortu, krug ili
cokoladni bar 1 rijesili razne probleme koji ukljucuju sli¢ne teme. Nikad im nije receno kako
izraCunati dio cjeline.

Uloga ucitelja- Tipicna slika ucitelja je slika onoga tko posjeduje znanje i vjeStine i
predaje o njima. U Hjeny metodi razumijevanja nastavnog procesa, ucitelj nije autoritet
predavanja sa znanjem 1 vjeStinama. Da, ucitelj to zna 1 moze, ali to ni na koji nacin ne
pokazuje. Ako bilo tko objaSnjava stvari, to je ucenik. Ucitelj je zaduzen za organizaciju
nastave, poticanje rada ucenika, postavljanje odgovaraju¢ih zadataka, dijeljenje radosti
ucenika zbog njihovih otkri¢a 1 posredovanje u raspravama. Takoder planira i nadgleda lekcije
tako da svaki u€enik ima odgovarajuce poslove. Ako nastavnici Zele uspjesno usvojiti Hejny
metodu, prilagodavanje vlastite uloge jedna je od najtezih promjena koje moraju izvrsiti.

Rad sa greskama- Cinjenje i analiza vlastitih gresaka stvara duboko iskustvo, koje nam
pomaze da se bolje sjetimo znanja koje smo stekli. Koristimo pogreske kao sredstvo ucenja.
Poticemo ucenike na prepoznavanje vlastitih greSaka 1 u¢imo ih da objasne zasto su ih
napravili. Povjerenje ucitelja 1 ucenika pojacava zadovoljstvo djece u izvrSavanju njihovih
zadataka. Ako se ucenik boji pogrijesiti, ucitelj Hejny metode potic¢e ucenika dajuci vlastiti
primjer: pokazujuéi im gdje je ucitelj krenuo krivo i kako su otkrili izvor svoje pogreske. Kad
god ucenik ukaze na greSku koju je ucCinio ucitelj, ucitelj zahvaljuje uceniku §to je ispravio
pogresku 1 nagraduje ih pohvalom. Glasno analiziranje (uciteljeve) pogreske ispred klase vrlo
je ucinkovito. Ucenici mogu promatrati moguée nacine postupanja s pogreskama i naci ¢e

takve primjere nadahnjujuce.
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Odgovaraju¢i izazov- Hejny udZzbenici predstavljaju probleme s razliitim stupnjevima
teSkoce. Uvijek treba dopustati slabijim ucenicima da uspjesno rijeSe neke probleme jer to
sprecCava bilo koji osjecaj tjeskobe i straha od buducih lekcija matematike. Istovremeno,
najboljim ucenicima neprestano pruzaju daljnje izazove kako bi sprijecili da dozive dosadu.
Ucitelj bira zadatke prema potrebama svakog djeteta. Moglo bi se Ciniti da ja¢i ucenici Cine
mnoga otkrica, dok slabiji jednostavno nisu od srece. Ucitelj ima klju¢nu ulogu ovdje.

Podrska medusobne suradnje- Pomoc¢u Hejny metode, djeca ne trebaju cekati da se
rjesenje pojavi na ploc¢i. Rade u skupinama, u parovima ili pojedina¢no. Svaki je ucenik u
stanju podijeliti kako je pronasao njihovo rjeSenje, a takoder je u stanju objasniti svoj rad

drugima. RjeSenje se pojavljuje kroz suradnju.

Hejny udzbenici i radne biljeznice za sada su dostupni samo za primarno obrazovanje
matematike, u Ceskoj je to od prvog do petog razreda osnovne $kole. Karlovo sveuéiliste u
Pragu na Odjelu za uciteljske studije je za sada jedino koje svoje studente uc¢e ovoj metodi.
Posto je osniva¢ Milan Hejny, profesor na Odjelu za izobrazbu ucitelja na Karlovom
sveuciliStu, studenti u€e o ovoj metodi iz prve ruke. Takoder se i organiziraju tecajevi za one
koji zZele koristiti ovu metodu u svome razredu, kao i razni seminari koji educiraju o ovoj

metodi po Skolama.
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8. METODOLOGIJA ISTRAZIVANJA

Cilj ovog diplomskog istrazivanja bio je usporediti razlike u principima rjeSavanja
matematickih zadataka problemskog tipa kod studenata Uciteljskog studija na Sveucilistu u
Zadru i studenata Uciteljskog studija na Karlovom sveuciliStu u Pragu. Trebalo se istraziti u
koju dubinu problemskih zadataka studneti ulaze kada ih rjesavaju, kojim se metodama sluze
te postoji li izuzetna razlika izmedu studenata u Hrvatskoj i Ceskoj. Zbog izvanredne situacije
uzrokovanje virusom Covid-19, sveucilista su bila zatvorena te su se ankete provele online.
Ispitanici su dobili pred sebe upitnik od 9 pitanja od kojih su 3 pitanja bili problemski zadaci.
Odaziv studenata iz Zadra bio je zadovoljavaju¢, dok se studenti iz Ceske, unato¢ unaprijed

dogovorenoj suradnji, nisu sudjelovali u velikom broju.

8.1. Problem istrazivanja

Problem istrazivanja bio je usporediti usporediti razlike u principima rjeSavanja matematickih
zadataka problemskog tipa kod studenata Uciteljskog studija na SveuciliStu u Zadru i
studenata Uciteljskog studija na Karlovom sveucilistu u Pragu. Kojim se metodama studenti
koriste 1 koje su metode ucili na fakultetu te koristili u praksi tokom fakulteta. U anketi su
postavljena pitanja o ucestalosti 1 navikama rjeSavanja problemskih zadataka u
osnovnoskolskom i sveuciliSnom obrazovanju i jednoj i drugoj skupini studenata. Cilj je
ispitati postoji li razlika u metodama rjeSavanja problemskih zadataka, kao 1 u susretanju sa

problemskim zadacima kroz prethodno obrazovanje.

8.2.  Instrument istrazivanja i uzorak

Kako bi se spoznala ranija saznanja i iskustva u rjeSavanju problemskih zadataka,
sastavljena su dva upitnika, jedan za studente Sveucilista u Zadru, a drugi za studente
Karlovog sveugilista. 2
IstraZivanje je provedeno u razdoblju od svibnja do kolovoza 2020. godine. Studenti Su
upitnike predali online putem preko ,,Google obrasci® opcije. Za drugo 1 Cetvrto pitanje

koriStena je Likertova ljestvica za mjerenje stavova.

2 Upitnik se nalazi u privitku
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8.3. Rezultati istrazivanja

Rezultati ispitivanja ¢e biti predocCeni kao usporedba studenata iz Republike Hrvatske i

Ceske Republike.

Prvim pitanjem ,,Koja ste godina studija?*, htio se dobiti uvid u obrazovanje pojedinog
ispitanika. Ponudeni odgovori su bili 1., 2., 3., 4. i 5.godina. Veéina i Ceskih i Hrvatskih
ispitanika je bila peta godina studija. Za usporedbu rjeSavanja zadanih problemskih zadataka
je prednost to §to se vecina ispitanika nalazi u istoj ili slicnoj fazi obrazovanja zato $to bi im

onda i opseg znanja trebao biti na istoj ili sli¢noj razini.

Drugim pitanjem ,,Koliko cesto ste se susreli sa problemskim zadacima kroz Vase
osnovnoskolsko obrazovanje?*, htio se dobiti uvid u ucestalost susretanja sa problemskim
zadacima kroz Osnovnu Skolu. Poceci u matemati¢Ckom obrazovanju i stjecanje navika
rjeSavanja problemskih zadataka jako su vazni za daljnje ucenje i1 razumijevanje
matematike. Ponudeni odgovori bili su ,,nimalo”, ,vrlo malo“, ,malo“, ,prili¢cno“ i
»potpuno. Odgovori ,,malo* 1 ,,prili¢no* bili su najucestaliji i kod Hrvatskih 1 kod Ceskih
ispitanika. Dakle, opc¢enito govoreci za obje skupine ispitanika, jedni se nisu bas Cesto
susretali sa problemskim zadacima, ali su ih obradili na nekakav nacin, tj. vjerojatno su
obradivali samo jedan dio gradiva problemskih zadataka kroz osnovnoskolsko obrazovanje.
Drugi su se ceS¢e susretali sa problemskim zadacima te su viSe obradivali gradivo

problemskih zadataka.

Trece pitanje ,,S kojim metodama rjeSavanja problemskih zadataka ste se susreli kroz
svoje osnovnoskolsko obrazovanje? (viSestruk odabir)“, dalo je uvid u metode rjeSavanja
problemskih zadataka koje su ispitanicima bile poznate u osnovnoj $koli, dakle, dalo je uvid
u najucestalije koriStene metode rjeSavanja problemskih zadataka u Osnovnim Skolama.
Ispitanici su mogli odabrati viSe odgovora. Ponudeni odgovori bili su ,,metodom
postavljanja formule®, ,,metodom pokusSaja 1 pogreSaka®, ,,metodom grafickog prikaza®,
skiciranjem®, ,,izradom tablice ili dijagrama®, ,,pisanjem pomoc¢nog zadatka® ili ,,nesto
drugo“. Kod zadnjeg ponudenog odgovora, ispitanici su mogli sami upisati metodu.
Hrvatski ispitanici su u velikoj vecini odgovorili ,,metodom postavljanja formule“ te
,skiciranjem®, dok je ve¢ina Ceskih ispitanika odgovorila ,,skiciranjem*. Ostatak odgovora

je bio odabran u malom postotku kod obje skupine ispitanika. U praksi rjeSavanja
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problemskih zadatka u osnovnim $kolama ispitanika najceSce je koriStena metoda skiciranja
problemskog zadatka. Ta metoda je pogodna pogotovo za osnovnu Skolu jer je
vizualiziranje problemskog zadatka pozeljno, ono u¢enike moze navesti na jos neke ideje za
rjeSavanje zadatka, kada se skicira zadatak, lakSe se i shvati Sto se trazi u njemu. Kod
Hrvatskih ispitanika takoder je vecinski bila prisutna rjeSavanja zadataka odredenom
formulom, §to i nije idealno za rjeSavanje problemskih zadataka kod osnovnoskolaca kojima

bi formula ne bi trebala biti jedna od metoda prikladna za rjesavanje problemskih zadataka.

Cetvrtim pitanjem ,,Koliko &esto ste se susretali sa problemskim zadacima kroz Vase
akademsko obrazovanje?*, htio se dobiti uvid u ucestalost susretanja sa problemskim
zadacima kroz fakultet te uvidjeti vidi li se razlika izmedu ucestalosti rjeSavanja
problemskih zadataka u osnovnoj Skoli te fakultetu kod ispitanika. Ponudeni odgovori bili
su ,,nimalo®, ,,vrlo malo®“, ,,malo®, ,,poprilicno* i ,,potpuno*. Kod Hrvatskih ispitanika
odgovori ,,prili¢éno® i ,,malo* su bili najucestaliji, dok su kod Ceskih ispitanika najucestaliji
odgovori bili ,,potpuno“ i ,rijetko”“. Obje skupine ispitanika su bili studenti ista dva
Sveucilista pa je razlika u njihovim odgovorima malo upitna. Ti ispitanici su bili studenti ili
sa iste godine ili kolege sa Odjela pa bi i uCestalost susretanja sa problemskim zadacima
trebala biti slicna, medutim, ovo su subjektivni odgovori te svaki ispitanik ima svoje

,mjerilo koliko se nesto obradivalo.

Peto pitanje bilo je ,,S kojim metodama rjeSavanja problemskih zadataka ste se susreli
kroz svoje akademsko obrazovanje? (viSestruk odabir)“, te je ono dalo uvid u metode
rjeSavanja problemskih zadataka koje su ispitanici obradivali na fakultetu. Ponudeni
odgovori bili su ,,metodom postavljanja formule“, , metodom pokuSaja i pogreSaka®,
»,metodom grafickog prikaza®, skiciranjem®, ,jizradom tablice ili dijagrama®, ,,pisanjem
pomoc¢nog zadatka“ ili ,,nesto drugo. Kod zadnjeg ponudenog odgovora, studenti su mogli
sami upisati metodu. Kod Hrvatskih i kod Ceskih ispitanika, tri su odgvora bila
najucestalija, a to su ,metoda postavljanja formule“, ,metoda grafickog prikaza“ te
,»skiciranjem®. Odgovore ,,izradom tablice ili dijagrama“ te ,,pisanjem pomo¢nog zadatka*
su Hrvatski studenti takoder birali, medutim, ne u tolikom postotku. Moze se zakljuciti da
su se ispitanici vise susretali sa razli¢itim metodama rjeSavnja kroz akademsko obrazovanje,
nego kroz osnovnoskolsko obrazovanje. Kao budu¢i ucitelji koji trebaju biti upoznati sa

raznim metodama rjeSavanja problemskih zadataka, pozitivnho je to Sto je svaka od
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ponudenih metoda odabrana, ispitanici su se susreli sa svim navedenim metodama, samo

nisu sa svakom u istoj mjeri.

Prije Sestog zadatka naznaceno je ,,Sljedeca tri zadatka rijeSite tako da ga prvo skicirate,

a zatim ga postavite i broj¢ano rijesite®.

Prvi od tri zadatka koja su trebali rijesiti glasi: ,,Ivana je u trgovini potrosila 36 kuna i
kupila je 2 biljeznice i jednu pernicu. Ako jedna biljeznica kosta duplo manje nego pernica,
koliko kosta jedna biljeznica i pernica?*

Jedan od ispitanika iz Hrvatske ovaj zadatak rijeSio je tako da je biljeznice skicirao kao
uspravne pravokutnike plave boje, a pernicu kao vodoravni pravokutnik crvene boje. Ovom
ispitaniku u njegovoj skici nedostaje jo$ jedan korak u kojem bi zbrajao Cetiri uspravna
plava pravokutnika da bi dobio rezultat 36 i zatim bi zakljuCio da jedan uspravni
pravokutnik tj. biljeznica kosSta 9 kuna, a da jedan vodoravni pravokutnik tj. pernica kosta
18 kuna. Ispitanik je prilozio i rjeSenje putem brojevnog prikaza, na nacin da je ukupni
rezultat podijelio sa dva, pa dobiveni rezultat opet podijelio sa dva, ne naznacivsi kako 1
zasto je doSao do toga. Zaniljivo je da je ovaj ispitanik, jedini, zadatak shvatio tako da u
zadatku pisSe ,,Ako jedna biljeznica kosSta duplo manje nego pernica, koliko kosSta jedna
biljeznica i pernica, zajedno?“. U zadatku je naznafeno da se izraCuna cijena jedne
biljeznice 1 jedne pernice,medutim, ovaj ispitanik je shvatio da se treba izraCunati i cijena
jedne pernice 1 jedne biljeznice zajedno te je to i uradio broj¢anim prikazom, nije graficki

prikazao.

DD + - = 36 kuna B+-2=18

18+2=9

Bl - |:||:| Pernica = 18 kn
@ 18+9=27

|:| = 9kn B - 18 kn Jedna pernica i biljeznica kostaju 27 kn.

Slika 5.- rjesenje prvog zadatka (1)
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Sljede¢i ispitanik iz Hrvatske je takoder skicom prikazao zadatak. Naznacio je
pernicu slovom P i biljeznicu slovom B te grafickim prikazom naznacio da jedna pernica
kosta jednako kao dvije biljeznice. Ispitanik nije dalje rjeSavao zadatak pomocu skice,a
mogao je, tako da uoci kako je ukupna koli¢ina lente koju je nacrtao 36 i da se dijeli na
Cetiri jednaka dijela. Tim putem je mogao doc¢i do toga da jedna biljeZnica koSta 9 kuna i1
tako dalje rijesSiti zadatak. Ispitanik je rijeSio zadatak pomocu jednadzbe sa dvije
nepoznanice, nije u potpunosti postavio zadatak, ve¢ je odmah uvrstio jednu jednadzbu u

drugu i tako doSao do cijene jedne biljeznice 1 jedne pernice.

Slika 6.-rjesenje prvog zadatka (2)

Ispitanik iz Ceske je rijesio zadatak samo postavivsi jednadbu sa dvije nepoznanice
te tako dobio to€an rezultat. Vjerojatno nije procitao naznaku da se zadatak treba rijesiti i
nekom drugom metodom, ili je ispitanik jednostavno odlucio zanemariti tu Cinjenicu i

rijesiti zadatak njemu najlakSom metodom.

Slika 7.-rjesenje prvog zadatka (3)
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Sljededi ispitanik iz Ceske se posluzio grafi¢kim prikazom prikazavsi biljeznicu kao
pravokutnik te pernicu kao kvadrat. Zakljuciv§i da je jedan kvadrat jednako kao dva
pravokutnika skicirao je Cetiri pravokutnika i naznacio da su Cetiri pravokutnika koli¢inski
36 kuna. Po skici se vidi da je onda svaki pravokutnik jednak 9 kuna te da jedna biljeZnica
kosta 9 kuna, a jedna pernica 18 kuna. Ispitanik je zatim rijeSio zadatak koriste¢i jednadzbu
sa dvije nepoznanice, slicno kao i prehodni ispitanici, medutim, ispitanik je pogresno
podijelio jednadzbu u zadnjem koraku. Naime, umjesto to¢nog rezultata da je 36 podijeljeno
sa 4 jednako 9, ispitanik je izraCunao da je 8. PoSto mu je jedna nepoznanica ispala krivo,
pogijesio je 1 drugu nepoznanicu. MozZda se ispitanik Zurio pa nije shvatio da je pogrijesio,
ili je bio smeten ne¢im. Ispitanik je trebao jo§ jednom provjeriti rezultate. Zanimljivo je
kako je to¢no rijeSio zadatak grafickim prikazom, a pogresno jednadzbom. Kada je
vizualizirao zadatak, tocno ga je rijesio, a kada je uvrstio u jednadzbu, smeo se te dosao do
pogres$nog rezultata. Ovo moze posluziti kao poruka da se pri rjeSavanju zadataka ne smije

biti brzoplet te da se svaki zadatak treba dobro procitati i pregledati prije nego se preda.

Slika 8.- rjesenje prvog zadatka (4)
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Drugi od tri zadatka koja su trebali rijesiti glasi: ,,Zbroj tri broja je 45. Prvi broj je za
15 veéi od drugog broja, a tre¢i broj je za 3 manji od prvog broja. Koji su to brojevi?“
Ispitanik iz Hvatske ovaj je zadatak rijeSio pomocu tri jednadZe sa tri nepoznanice. Nije
koristio nikakvu drugu metodu, iako je bilo naglaSeno da bi trebao, ve¢ je zadatak rijesio

tako da je postavio jednadzbu sa svime §to je poznato i nepoznato iz zadatka te tako dobio

to¢an rezultat.

b+15+b+b+12=45

3b+27=45

3b=45-27

a+b+c=45 o
b=6

a=b+15 az6+15=21

C=a'3=b+12 c=21-3=18

Slika 9.- rjeSenje drugog zadatka (1)

Sljede¢i ispitanik iz Hrvatske zadatak je rijeSio grafickim prikazom skiciravsi lentu
podijeljenu na tri dijela. Svaki dio oznacavao je jedan broj iz zadatka, a drugi broj (b) mu je
bio myjerilo za postaviti prvi i tre¢i broj te je tako prvi broj bio b+15, a tre¢i broj b+12.
Naznacio je i da je cijela lenta jednaka broju 45. Nacrtao je i drugu lentu gdje je zbrojio sve
nepoznanice te doSao do toga da je 3b jednako broju 27. Ispitanik je zatim rijeSio zadatak kao

tri jednadZbe sa tri nepoznanice te je u konac¢nici dobio to¢an rezultat.

Slika 10.- rjeSenje drugog zadatka (2)
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Ispitanik iz Ceske rijesio je ovaj zadatak samo postavivi jednad’bu sa tri
nepoznanice. Tri nepoznata broja je naznacio kao x, y i z te izvukao iz zadatka medusobne
odnose medu prva dva broja, dakle, da je prvi broj za 15 veéi od drugog broja (x=15+y).
PokusSao je rijesiti jednadzbu a da tre¢i broj (z) ne uvrsti u odnos s drugim brojem, §to je
shvatio te krenuo ispocetka naznacivsi da je z jednako x-3 te je uvrstio sva tri navedena broja i

dobio to¢ne rezultate za X,y i z.

Slikall.- rjesenje drugog zadatka (3)

Sljede¢i ispitanik iz Ceske je istom metodom rijesio navedeni zadatak, samo §to je
ovaj ispitanik sve brojeve stavio u kontekst sa tre¢im brojem (z), za razliku od prethodno
navedenog ispitanika koji je brojeve stavio u kontekst sa prvim brojem (x). Ovaj ispitanik je
tocno rijesio zadatak koriste¢i se jednadZzbom sa tri nepoznanice.

Drugi zadatak ispitanici su najvise rjesavali koriste¢i se jednadzbom jer im je najvjerojatnije
tako bilo najlakse predociti zadatak. Nisu bili ba§ mastoviti pri smisljanju metoda za ovaj

zadatak vec su ,,igrali na sigurno* koriste¢i jednadzbe.
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Slika 12.- rjeSenje drugog zadatka (4)

Posljednji zadatak glasio je: ,JKada je biciklist preSao 16 km i jo§ petinu svojeg
cijelog puta stigao je na cilj. Kolika je duljina cijelog puta $to ga je presao taj biciklist?*
Jedan od ispitanika iz Hrvatske prikazao je put koji je biciklist preSao kao cjelinu
podijeljenju na pet dijelova te naznacio da je 16 kilometara jednako kao i Cetiri petine toga
puta, $to bi znacilo da je jedna petina puta jednaka 4 kilometra te je cijeli put duljine od 20
km. Ispitanik je rijeSio zadatak i1 brojevnim izrazom izra¢unavsi najprije kolike je duljine

jedna petina puta pa je dobiveni rezultat pomnozio sa 5 i dobio konacan rezultat kao 20.

16 km
I | 16+4=4
I
4= uta
1/5 puta 13 pute
Sx4=20
16 km
| | — a/5 puta 20 km

Slika 13.- rjeSenje treceg zadatka (1)
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Sljedeci ispitanik iz Hrvatske ovaj je zadatak rijeSio tako da je graficki prikazao put
kao lentu podijeljenu na pet jednakih dijelova. Naznacio je 16 kilometara kao Cetiri dijela
lente. 1z prikaza je vidljivo da je svaki dio jednak Cetiri kilometra i tako je ispitanik doSao do
rezultata duljine puta od 20 kilometara. Ispitanik nije brojcano niti jednadzbom rijesio ovaj

zadatak, ve¢ je ostalo na grafickom prikazu.

Slika 14.- rjeSenje treceg zadatka (2)

Ispitanik iz Ceske zadnji je zadatak rijedio koriste¢i se jednadzbom sa jednom

nepoznanicom.Ovaj ispitanik nije korisio nikakvu drugu metodu, iako je to bilo naglaseno

Slika 15.- rjesenje treceg zadatka (3)
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Sljedeéi ispitanik iz Ceske rijesio je ovaj zadatak tako $to je skicirao lentu koju je
podijelio na pet jednakih dijelova, od kojih je Cetiri dijela oznacio da vrijede 16 kilometara pa
je vjerojatno podijelio 16 sa 4 1 dobio da svaki dio vrijedi kao 4 kilometra, $to bi znacilo da je
ukupan put duljine 20 kilometara. Ovaj ispitanik rijesio je zadatak samo grafickom metodom,
takoder, ispitanik je samo srtelicom naznacio da je put duljine od 20 kilometara, nije to

posebno naznacio.

l 'l (\ l\ l‘ 4
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Slika 16.- rjeSenje treceg zadatka (4)

Na posljednje pitanje koje je glasilo ,,Na koji nacin Vam je bilo lakSe rijesiti zadatke 1
zaSto?* studenti su trebali sami upisati odgovor. Odgovori ispitanika su se razlikovali,
medutim nije bilo neke razlike $to se ti¢e Hrvatske i Ceske, veéini ispitanika bilo je lakse

rijesiti zadatak pomocu postavljanja jednadzbe. Neki od odgovora bili su:

»Brojcano jer si automatski smislim zadatak u glavi, a za skicu, bezobzira sto je nekad laksa,
se trebam malo vise potruditi “*

,,Pomocu skiciranja. Zato Sto daje "slikovni prikaz" zadatka/problema. *

. Najlakse tj.jedini nacin na koji znam rijesiti ovakve i slicne zadatke je jednadzbama, ne
znam jesmo li tako uopce smjeli rijesSavati ali svakako ja drugacije ne bih ni znala jer mi

slike puno ne govore. *

., Postavljanjem brojevnog izraza. Ne snalazim se u skiciranju.*.

Upitnik sastavljen za Ceske ispitanike se sastojao od jo§ jednog pitanja, da napisu
nekoliko re€enica o praksi kod ucenja matematike na njithovom fakultetu. Tim pitanjem trebao
se dobiti uvid u praksu predavanja matematike na njihovom Sveucilistu, medutim, odgovori
nisu bili ops$irni. Odgovori su vec¢inom bili da su koristili vise metoda te da su imali

predavanja nekoiliko semstara, dakle, nisu se dobili potrebni odgovori.
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8.4. Rasprava

Cilj ovog istrazivanja bio je usporediti razlike u principima rjeSavanja matematickih
zadataka problemskog tipa kod studenata Uciteljskog studija na SveuciliStu u Zadru i
studenata Uciteljskog studija na Karlovom sveucili§tu u Pragu. Zbog izvanredne situacije
uzrokovane virusom Covid-19, Sveucilista su bila zatvorena te se istrazivanje nije moglo
provesti fizicki, na SveuciliStima, ve¢ online putem. Za ispitanike je bilo pripremljeno devet
pitanja, od kojih su tri pitanja bila zapravo zadaci problemskog tipa. Ispitanici su svoje
odgovore i rjeSenja zadataka predali u formatu ,,Google obrasci®.

Rezultati istrazivanja ne mogu se u potpunosti generalizirati razine drzava, zato §to uzorak
ispitanika koji su se odazvali i ispunili upitnik, nije velik. Kako je upitnik bio namijenjen za
vise studenata, ovim istrazivanjem Zeli se samo prikazati mjera od nekoliko reprezentativnih
primjeraka. Vecina ispitanika bila je na istoj ili slicnoj razini obrazovanja, na zadnjoj godini
studija, Sto je 1 bilo poZeljno. Oni su ve¢ do tada trebali obraditi gradio problemskih zadataka
na fakultetu i biti upoznati sa raznim metodama rjeSavnja istih. Za ucestalost rjeSavanja
problemskih zadataka kroz osnovnu Skolu i kroz akademsko obrazovanje, odgovori su se
dosta razlikovali, a dva najucestalija odgovora bila su ,,malo* 1 ,,prilicno* kod Hrvatskih
studenata za obje kategorije obrazovanja te kod Ceskih studenata za osnovnogkolsko
obrazovanje. Najucestaliji odgovori Ceskih studenata za ucestalost rje$avanja problemskih
zadataka kroz akademsko obrazovanje bili su , rijetko i ,,prilicno*, sto je vrlo kontradiktorno.
Odgovori na ova pitanja se evidentno razlikuju od misljenja svakog pojedinog ispitanika u
kojoj mjeri su obradivali gradivo problemskih zadataka u odnosu na mjeru za koju oni misle
da je ispravna. Tako je nekim ispitanicima malo obradivati to gradivo jedan ili dva semestra,
misle da bi se trebalo opSirnije obraditi, dok je drugima puno i taj jedan ili dva semestra.

Kod odabira najucestalije koriStenih metoda pri rjeSavanju problemskih zadataka, uocava
se razlika izmedu koristenih metoda prilikom osnovnoskolskog i akademskog obrazovanja.
Na fakultetu su ispitanici upoznali jo§ neke metode koje nisu koristili u osnovnoj $koli, tako
se odgovorima ,metodom postavljanja formule* i ,skiciranjem®, kroz akademsko
obrazovanje pridruzio i odgovor ,,metodom grafickog prikaza“. Iz odgovora je vidljivo i da su
se Hrvatski ispitanici susreli sa jo§ nekim metodama poput ,,“izradom tablice ili dijagrama* te
»pisanjem pomoc¢nog zadatka“. Kroz rjeSavanje zadanih problemskih zadataka mogao se
dobiti uvid u snalazenju pri rjeSavanju zadataka razli¢itim metodama. Tako se odgovori na

prethodno pitanje za CeSke se ispitanike nisu pokazali pouzdani, zato $to su zadane
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problemske zadatke oni rijesSili ve¢inom postavljanjem jednadzbe, za razliku od Hrvatskih
ispitanika kod kojih je vecina, uz jednadzbu i skicirala/graficki prikazala zadatak.

Prvi zadatak je velika vec¢ina ispitanika rijeSila i grafickim prikazom, od tri zadana
zadatka, ovaj je bio u najvecoj mjeri skiciran na razli¢ite nacine. Svaki je ispitanik drugacije
vizualizirao zadatak te ga tako skicirao. Zacijelo je ispitanicima bilo lagano graficki prikazati
suodnos izmedu biljeznice i pernice zato $to je razlika u cijeni ,,duplo manja“ §to se vizualno
lako predoci i prikaze na papiru. Da je razlika bila ¢etveroduplo, peteroduplo manja, takoder
bi se moglo tako prikazati, ali se ne bi odmah uocilo da je ¢etveroduplo ili peteroduplo manje
tako lako kao $to se uoCava duplo manje. Jedan od ispitanika rijesSio je zadatak grafickim
prikazom to¢no, medutim, kada je postavio jednadzbu, krivo je podijelio dva broja i
automatski je rjeSenje cijelog zadatka pogresno. Pri rjeSavanju bilo kakvih zadataka potrebno
je jasno procitati zadatak 1 shvatiti Sto se u zadatku trazi te nakon rjeSavnja, provjeriti rjeSenje.
Dakle, ispitanik koji je to¢no rijesio prvi put se nekako smeo te nije shvatio da predaje dva
razliCita rjeSenja za jedan zadatak zato $to ga nije naknadno provjerio. Ovakve greske Cesto se
dogadaju kod djece i uvijek ih uditelji ispravljaju te govore kako se sve Sto se rijesi treba
prekontrolirati, medutim to se moze dogoiti svakome. Ispitanici, kao buduci ucitelji trebaju
biti dosljedni te svojim primjerom dati djeci do znanja kako raditi i uciti.

Drugi zadatak su ispitanici ve¢inom rjeSavali postavljanjem jednadzbe. Za razliku od
prvog zadatka, ovaj zadatak se ne moze odmah u glavi vizualizirati, treba se nacrtati da bi se
lakse predo¢io. 1 Hrvatski i Ceski ispitanici su uvrstili zadane brojeve u jednadzbe sa tri
nepoznanice te tako rijesili zadatak. Nema neke odredene razlike u rjeSavanju jednadzbi, a
ovaj zadatak su svi rijesili to¢no.

Tre¢i zadatak su svi ispitanici koji su 1 skicirali zadatak, to u€inili na jako slican nacin.
Skicirali su crtu/lentu podijeljenu na pet dijelova te je rjeSenje bilo vidljivo samim crtezom.
Vecina ispitanika zadatak je rijesila na samo jedan nacin (nekoliko njih je na dva) pa samim
time moZe se re¢i da im vise nije bilo zanimljivo rjesavati zadatke. Sto se ti¢e samih zadataka
1 metoda koje su se koristile, moze se zakljuciti kako su ispitanici iz Republike Hrvatske u
veéoj mjeri rijesili zadatke pomocéu dvije razli¢ite metode, za razliku od ispitanika iz Ceske

Republike.
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9. ZAKLJUCAK

Za rjeSavanje problemskih zadataka cCesto je potrebna opSirnija razina znanja i
razmisljanja kako se takvi zadaci ne bi svrstali u jedan kalup za rjeSavanje. Problemski zadaci
mogu biti izazovni ucenicima, ali rje$avanjem istih, ucenici prosiruju svoje vidike te razvijaju
kreativnost, sigurnost i samopouzdanje u svoj rad, samostalnost te stjeCu matematicke
kompetencije. Poti¢u djecu na analiziranje, logi¢ko razmisljanje te povezivanje problema.
Kao sto 1 prva definicija problemskog zadatka kaze, ucenici sami trebaju prona¢i metodu koja
je prikladna za pojedini zadatak, $to u¢enicima pomaze i u lakSem snalazenju u stvarnim, do
tada nepoznatim, situacijama. ,,Problemski zadatak je svaki zadatak za koji osoba koja ga
rjeSava nema unaprijed ponudenu metodu ili proceduru koju jednostavno primjenjuje, veé
samo rjeSavanje iziskuje iznalazenje metoda, kao i samog rjesenja.” (Schoenfeld, 1985) Neki
matematicari poput Polye, Descartesa istrazili su metode rjeSavanja problemskih zadataka.
Descartes je dosao do zakljucka kako ne moze postojati univerzalna metoda rjesavanja
problemskih zadataka, ne iziskuje svaki zadatak isti nacin razmi$ljanja pa se tako ni pri
rjeSavanju svih problemskih zadataka ne moze i¢i u istom smjeru. Polya je, predloZivsi Cetiri
koraka koja ¢e pomoc¢i pri rjeSavanju zadataka, samo dao model koji moZe posluZziti kao
primjer, dakle, koraci koji mogu biti samo smjernice koje pomazu u opéem oblikovanju.
Problemski zadaci prisutni su i u razvnim vanjskim vrednovanjima, poput TIMSS i PISA
istrazivanja. Republika Hrvatska i Ceika Republika sudjelovale su u tim istraZivanjima i
pokazale relativno dobre rezultate. Cilj ovog diplomskog istraZivanja bio je uociti postoje li
razlike pri rjeSavanju problemskih zadataka kod studenata Uciteljskog studija u Hrvatskoj 1 u
Ceskoj. Ispitanici, kao buduéi ugitelji, trebaju biti upoznati sa raznim metodama rje$avanja
problemskih zadataka te bi trebali biti motivirani u prenoSenju znanja kategorije problemskih
zadataka svojim buduc¢im ucenicima. Djeci su ¢esto ucitelji uzor i ako oni vide da ucitelj sa
stras¢u 1 predanos$¢u njima nesto prenosi, 1 oni ¢e se zanimati za to. Rezultati ovog istrazivanja
se ne mogu generalizirati na razine prethodno navedene dvije drzave zato Sto uzorak koji je
dobiven nije dovoljan za to. Rezultati ne pokazuju nekakvu znacajnu razliku kod ove dvije
skupine ispitanika, vec¢ina ih je bila upoznata sa istim strategijama za rjeSavanje zadataka.
Ipak, pri samom rjeSavanju zadataka se pokazalo da su ispitanici iz Hrvatske bili malo
kreativniji te su ¢e$ée rjesavali zadatke grafickim prikazom, od ispitanika iz Ceske, kod kojih
je takoder graficki prikaz bio prisutan, ali ne u tolikoj mjeri. Ovo istraZzivanje moze posluziti

kao poticaj za druga istrazivanja sli¢e tematike.
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11. PRILOG- upitnik

Rjesavanje problemskih zadataka

Drage kolegice i kolege,molim Vas da ispunite ovaj kratki upitnik o iskustvima rjeSavanja

problemskih zadataka te da zatim rijeSite tri zadatka, u svrhu mog diplomskog rada na

temu "Usporedba rjeSavanja problemskih zadataka kod studenata Uciteljskog studija u

Hrvatskoj i Ceskoj". Zadatke rijeSite prvo grafi¢ki, a zatim ih rijesite koristeé¢i brojevni

izraz.
1.
2.

Koja ste godina studija? (1., 2., 3., 4., 5.)

Koliko cesto ste se susreli sa problemskim zadacima kroz VaSe osnovnoskolsko
obrazovanje? (Nimalo, Vrlo malo, Malo, Prili¢no, Potpuno)

S kojim metodama rjeSavanja problemskih zadataka ste se susreli kroz svoje
osnovnoskolsko obrazovanje? (viSestruk odabir) Metodom postavljanja formule,
Metodom pokus$aja i pogreSaka, Metodom grafickog prikaza, Skiciranjem, Izradom
tablice ili dijagrama, Pisanjem pomo¢nog zadatka, NeSto drugo(nadopisi)

Koliko cCesto ste se susreli sa problemskim zadacima kroz VasSe akademsko
obrazovanje? (Nimalo, Vrlo malo, Malo, Prili¢no, Potpuno)

S kojim metodama rjeSavanja problemskih zadataka ste se susreli kroz svoje
akademsko obrazovanje? (visestruk odabir) Metodom postavljanja formule,
Metodom pokuSaja i pogresaka, Metodom grafickog prikaza, Skiciranjem, Izradom

tablice ili dijagrama, Pisanjem pomoc¢nog zadatka, NeSto drugo(nadopisi)

Sljedeca tri zadatka rijeSite tako da ga prvo graficki prikazete, a zatim ga postavite i

brojcano rijesite.

Molim Vas da svoj postupak predocite na papiru koji ¢ete zatim priloZiti u odgovor.

6.

7.

Ivana je u trgovini potrosSila 36 kuna 1 kupila je 2 biljeZnice 1 jednu pernicu. Ako

jedna biljeznica koSta duplo manje nego pernica, koliko kosSta jedna biljeznica i

pernica?
Zbroj tri broja je 45. Prvi broj je za 15 veéi od drugog broja, a treci broj je za 3 manji

od prvog broja. Koji su to brojevi?
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8. Kada je biciklist presao 16 km i jo§ petinu svojeg cijelog puta stigao je na cilj.
Kolika je duljina cijelog puta $to ga je presao ta biciklist?

9. Na koji nac¢in Vam je bilo lakSe rijesiti zadatke i zasto?

10. Dodatno pitanje za ispitanike iz Ceske- Molim Vas da napisete nekoliko re¢enica o

vaSem matemati¢kom obrazovanju i praksi kroz akademsko obrazovanje.

Zahvaljujem svima na rjeSavanju. Ukoliko imate kakvo pitanje, mozete mi se obratiti putem

maila situmara@gmail.com
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12. ZIVOTOPIS

Mara Situm rodena je 1.2.1997. godine u Splitu, Republika Hrvatska. Po nacionalnosti
je Hrvatica te ima hrvatsko drzavljanstvo. Svoje obrazovanje zapocela je u Osnovnoj Skoli
,» Trstenik® u Splitu od 2003.-2011.godine. 2011.godine upisuje Drugu gimnaziju Split, smjer
jezi¢na gimnazija te ju zavrSava 2015.godine kada upisuje SveudiliSte u Zadru, Odjel za
izobrazbu ucitelja 1 odgojitelja- UCciteljski studij. Na navedenom studiju odabire pojacani
modul- hrvatski jezik i knjizevnost. Uz materinski jezik- hrvatski, jako dobro poznaje i
aktivno se sluzi engleskim jezikom, (C1 razina), a pasivno poznaje i talijanski, njemacki i
Spanjolski jezik. Dobro poznaje rad u Microsoft Office programima.

Od drugih vjestina 1 kompetencija, isti¢e se aktivno volontiranje u klubu ,,Otvori srce*
Druge gimnazije Split okrunjeno priznanjem volontera i udruga Grada Splita, kao i Druge
gimnazije Split za rad i osobit doprinos. Izdvaja se i volontiranje dvije godine u udruzi
»Zvono* u Splitu, gdje je smisljala i sudjelovala u predstavama, kao i raznim kreativnim
radionicama, sudjelovanje u humanitarnoj akciji na razini grada Splita ,,Splite-otvori srce®,
akcija ,,72 sata bez kompromisa® te sudjelovanje na nacionalnoj konferenciji ,,Pokreni sebe,
promijeni svijet“ 2014.godine u Zagrebu. Volontiranjem je stekla otvorenost, kreativnost te
timski duh. Od 2014.-2018.godine radila je administrativne u Postaji prometne policije Split
gdje je stekla znanje pri radu na racunalu te odgovornost i spremnost na stresne situacije. Od
2018.-2020. radila je u trgovini ,,Comma“ gdje je kao prodava¢ usavrSila vjeStine
komunikacije 1 snalazljivosti. Uz to, radila je 1 promocije za ,,Pip* tvrtku te kao punjac polica
za ,Podravka® tvrtku. 2020.godine odlazi na razmjenu studenata u sklopu ,,Erasmus +*
programa u Cesku Republiku, u Prag gdje upoznaje na¢in Zivota druge kulture i naroda. Tamo
usavrsava engleski jezik te se otvara prema njoj novim i nepoznatim Situacijama i

okolnostima.
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